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数学物理方法习题解答 
 

一、复变函数部分习题解答 

第一章习题解答 

1、证明 在 平面上处处不可导。 

证明：令 。 ， 。 

， ， 。 

于是 与 在 平面上处处不满足 C－R 条件， 

所以 在 平面上处处不可导。 

2、试证 仅在原点有导数。 

证明：令 。 。 

。 。 

所以除原点以外， 不满足 C－R 条件。而 在原点

连续，且满足 C－R 条件，所以 在原点可微。 

。 

或： 。 

。 

【当 ， 与趋向有关，则上式中 】 
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3、设 ，证明 在原点满足 C－R 条件，但不

可微。 

证明：令 ，则 

， 

。 

， 

； 

， 

。 

 

 在原点上满足 C－R 条件。 

但 。 

令 沿 趋于 ，则 

 

依赖于 ， 在原点不可导。 

4、若复变函数 在区域 上解析并满足下列条件之一，证明其在区域
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上必为常数。 

 （1） 在区域 上为实函数； 

（2） 在区域 上解析； 

 （3） 在区域 上是常数。 

证明：（1）令 。 

由于 在区域 上为实函数，所以在区域 上 。 

   在区域 上解析。由 C－R 条件得 

      ， 。 

      在区域 上 为常数。从而 在区域 上为常数。 

（2）令 ，则 。 

    在区域 上解析。由 C－R 条件得 

      。 （1） 

又 在区域 上解析，由 C－R 条件得 

。  （2） 

联立（1）和（2），得 

。 

在区域 上均为常数，从而 在区域 上为常数。 

（3）令 ，则 。 

由题设知 在区域 上为常数， 。 
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又由 C－R 条件得，在区域 上 

，于是 在区域 上为常数。 

     在区域 上均为常数，从而在区域 上 为常数。 

5、证明 不能成为 的一个解析函数的实部。 

证明：令 ， 。 

 不满足拉普拉斯方程。从而它不能成为 的一个解析函数的实

部。 

6、若 ，试证： 

（1） ； 

（2） ； 

（3） ； 

（4） 。 

证明：（1）  

， 

。 

      （2）  

           ， 

           。 

      （3）  

            

           。 
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      （4）  

               

               

              。 

7、试证若函数 和 在 解析。 ， 

则 。（复变函数的洛必达法则） 

证明： 

。 

或倒过来做。 

8、求证： 。 

证明： 。 

第二章习题解答 

9、利用积分估值，证明 

a．   积分路径是从 到 的 

 右半圆周。 

b．证明 积分路径是直线段。 

证明：a．（方法一）

 

。 
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（方法二）在半圆周 上， ，从而 

 

在半圆周 上， ， ， 

。 

或： 。 

   b．证:                    

。 

10、不用计算，证明下列积分之值均为零，其中 均为圆心在原点， 

半径为 的单位圆周。 

a． ；b． 。 

证明：a． 的奇点为 ，由于 ，所以它们均

不在以原点为圆心的单位圆内。 

         在以原点为圆心的单位圆内无奇点，处处解析。 

         由柯西定理: 。 

b． 的奇点为 ， ，它们均不在以

原点为圆心的单位圆内。 

在以原点为圆心的单位圆内处处解析。 

由柯西定理: 。  

2 2 1x y  2 21 , 1x y      

4 2 4 2 4 4 2 2x x y y x y x y         

2 2 1x y  2 2 4 4 2 2 1x iy x y x y      4 4max 1
c

x y 

 2 2 2 2 2 2i i i i

i i i i
x iy dz x iy dz x y dz dz 

   
         

 2 2 4 4max
i

i c
x iy dz x y  


   

2 22

1 1 1max max max 1
1z x i z x i

z xz   

  


2

2 2

1max 2 2
i

i
z x i

dz
z z



 

    

c

1

cosc

dz
z 2 5 6

z

c

e dz
z z 

1
cos z

1 , 0, 1,
2nz n n     

 
 1nz 

1
cos z



0
cosc

dz
z



2 5 6 ( 2)( 3)

z ze e
z z z z


    1 2z   2 3z  

2 5 6

ze
z z

  
 

2 0
5 6

z

c

e dz
z z

 
 



7 

11、计算 

a． ；b． 。 

解: a． 在 所围区域内解析，且 在 所围区域内。 

由柯西积分公式得 

。 

  b． 在 所围区域内解析，且 在 所围区域内。 

由推广的柯西积分公式得 

。 

12、求积分 （ ），从而证明 。 

解: 在 所围区域内解析，且 在 所围区域内。 

由柯西积分公式得 。  （1） 

  在 上令 ， ，则 

 

， 
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  。   （2） 

从而，联立（1）和（2），得 

。 

13、由积分 之值，证明 ， 为单位圆周 。 

证明： 在单位圆周 所围区域内解析。由柯西定理: 

。     （1） 

另一方面，在 上 ， ， 

 

 

             （2） 

为 的奇函数， 

    （3） 
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b.当 是圆周 时，等于 ； 

c.当 是圆周 时，等于 。 

证明： 的奇点为 及 。 

a.当 是圆周 时， 及 均在圆外， 在圆内 

解析。由柯西定理: 。 

b.当 是圆周 时，仅 在圆内。由柯西积分公式 

得 。 

c.当 是圆周 时，仅 在圆内。由柯西积分公式 

得 。 

第三章习题解答 

15、求下列级数的收敛半径，并对 c 讨论级数在收敛圆周上的敛散情况。 

a. ；b. ；c. （ 为常数）。 

解:  a. 。 

b. 。 

c. 。 

或 。 

c  2 22 1x y   4 i

c  2 22 1x y   2 i

    2

6 6
4 2 2

z zF z
z z z

 
 

   1 2z  2 2z  

c 2 2 1x y  1 2z  2 2z    F z

  
6 0

2 2c

z dz
z z


 

 

c  2 22 1x y   1 2z 

   2

6 62 2 2 4
2 2 2c

z

z zdz i i i
z z z

  


 
    

  

c  2 22 1x y   2 2z  

    
2

6 62 2 1 2
2 2 2c

z

z zdz i i i
z z z

  


 
      

  

1

1 n
n

n
z

n






1

n n

n
n z






0

k n

n
n z




 0k 

1 1lim lim lim11n n n
n

n

R n

nn

  
    

1 1lim lim 0
n nn n

R
nn 

  

 
lim lim 1

11

kk

kn n

n nR
nn 

     

1 1lim lim 1kn kn n
n

R
n n

 
  
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【 （洛必达法则）】 

在收敛圆周 上， ，级数成为 。 

， 它的通项 在 时，不趋于 。 

故级数 发散。 

16、试求下列级数的收敛半径。 

a. ；b. ；c. 。 

解: a.当 时，级数收敛。 

当 时，级数发散。 

亦即当 时，级数收敛。而当 时，级数发散。 

于是收敛半径 。 

   b. 。 

c. ， 。 

 又因为 ，且 ， 

 故 。 

于是所求级数的收敛半径 。 

或： ， 。 

1 1 ln
lim lim 1

x
x x

x x
x e

 
 

ln 1lim lim 0
x x

x
x x 

 

1z  iz e 
0

k in

n
n e 






0k   k inn e  n   0

0

k in

n
n e 






!

0

n

n
z






0

! n
n

n

n z
n




  

0
0, 0

n

n n
n

z a b
a ib





 


    1!1 !
!

! !
lim lim lim 1

nnn
n n

n nn n n

zz
z

z z




  
  

!lim 1n n

n
z




1z  1z 

1R 

   
 

 
 1

1

! 1 1! 1lim lim lim lim 1
1 !1 ! 1

n n nn

n n nn n n n

n n nn nR e
n n n nn n



   

            

1lim
n n

n

R
a

  
1

2 2 2lim limn n n n nn
n n

R a ib a b
 

   

     
11

2 2 22max , 2 max ,n n nna b a b a b  
1

2lim 2 1n
n



   
1

2 2 2lim max ,n n n
n

a b a b


 

 max ,R a b

1

lim n

n
n

aR
a




2 2 2 2

2 2lim
n n

n nn

a bR
a b

 




 


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当 时， ， 

当 时， ， 

 

17、将下列函数按 的幂展开，并指明收敛范围。 

a. ；b. 。 

解: a. ， ， 

     。 

b. ，  ， 

      。 

18、将下列函数按 的幂展开，并指出收敛范围。 

a. ；b. ；c. 。 

解: a. 。 

， ， 

    。 

， 。 

a b

2
2 2

2 2 2 2

22 2lim lim
1

n

n n

nn nn n

ba b
a b aR a

a b b
a

 

 

       
    

 

a b

2
2 2

2 2 2 2

22 2lim lim
1

n

n n

nn nn n

a a b
a b bR b

a b a
b

 

 

       
    

 

 max ,R a b 

z

2

0

z ze dz 2cos z

2
2

0 !

n
z

n

ze
n





  z  

 
2

2 2 2 1

0 0 0
0 0 0! ! ! 2 1

n n nz z zz

n n n

z z ze dz dz dz
n n n n

  

  

   
     z  

 2 1cos 1 cos 2
2

z z 
   

 
 

 

2 2 2

0 0

1 2 1 2
cos 2

2 ! 2 !

n n n n n

n n

z z
z

n n

 

 

 
   z  

 
 

2 1 2
2

0

1 21cos
2 2 !

n n n

n

z
z z

n






          

1z 

cos z
2

z
z  2 2 5

z
z z 

     cos cos 1 1 cos1cos 1 sin1sin 1z z z z        

     
 

2

0

1 1
cos 1

2 !

n n

n

z
z

n





 
        

 

2 1

0

1 1
sin 1

2 1 !

n n

n

z
z

n





 
 



   
 

   
 

2 2 1

0 0

1 1 1 1
cos cos1 sin1

2 ! 2 1 !

n n n n

n n

z z
z

n n

 

 

   
 

  1z   

  21 cos1 cos 1
2

n n    
 

   2 11 sin1 cos 1
2

n n      
 
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      。 

或：令 ，则 ， ， 

所以     。 

b.  

       

c.   

            

令 ，  

，  

从而  

                 

        

       2 2 1

0 0

2 2 1cos 1 cos 1
2 2cos 1 1
2 ! 2 1 !

n n

n n

n n

z z z
n n

  


 

       
       

 

 
0

cos 1
2 1

!
n

n

n

z
n





  
    1z   

  cosf z z     cos
2

n nf z z    
 

   1 cos 1
2

n nf    
 

       
0 0

cos 11 2cos 1 1
! !

n
n n

n n

n
f

z z z
n n


 

 

  
      1z   

2 2 11 1 12 2 3 1
3

z
zz z

    
  

     
1

0 0

12 11 1 1 2 1
3 3 3

nn
n n

n
n n

zz 


 

       
 

  1 3z  

     2 2 22

1 1 1 1
2 5 1 4 1 4 1 4
z z z

z z z z z
  

  
       

2 2
1 1 1 1

4 41 11 1
2 2

z
z z


   

        
   

21
2

z t   
 

 
0

1 1 1
1

n n

n
t t

t





       
 

     22

2
0 0

1 11 11
2 411

2

n nn
n

n
n n

zz
z

 

 

       
    

 

  1 1 1 2
2

z z
   

       2 2

2
0 0

1 1 1 11 1
2 5 4 4 4 4

n n n n

n n
n n

z zz z
z z

 

 

   
 

   

       2 1 2

1 1
0 0

1 1 1 1
4 4

n n n n

n n
n n

z z 

 
 

   
  

     2 2 1
1

0

1
1 1

4

n
n n

n
n

z z







       1 2z  
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进一步，  

 

所以       。 

19、将下列函数在指定的环域内展成罗朗级数。 

a. , ；b. 。 

解: a. 。 

在 内, ， 

     。 

     在 内, ， ， 

     。 

 b.  

在 内， ，且 ， 

。 

       2 1 2

1 1
0 0

1 1 1 1
4 4

n n n n

n n
n n

z z 

 
 

   
 

         
 

 
 

1 11 1
2 2 2 2

1 2 3 1
0

2

1 1 1
1 1 1

2 2
2

n

n

n n n
n n n

n n
nn n n

z z z

         
   

  

  
       

奇数 偶数

 
 

 
 

1 11
2 2

2 3 1
0

2

1
1

2 5
2

n

n

n
n

nn

z z
z z

  
    

 



 

   1 2z  

2

1
( 1)
z

z z



0 1 , 1z z    
  

2

2

2 5 , 1 2
2 1

z z z
z z

 
 

 

2 2 2 2

1 1 2 1 2
( 1) ( 1) ( 1)
z z

z z z z z z z
  

  
  

0 1z 
0

1 1
1 1

n

n
z

z z





   
  

2
2 2 2 2

0 2 1

1 1 1 12 2 2
( 1)

n n n

n n n

z z z z
z z z z z

  


  


       

   

1 z  
1 1
z


0 1

1 1 1 1 1 1
11 1

n n
n nz z z z z

z

 

 

  
 

 

2 2 2 2
1 3

1 1 1 1 12 2
( 1) n n

n n

z
z z z z z z

 


 


    

  

  
2

22

2 5 1 2
2 12 1

z z
z zz z

 
 

  

1 2z  1
2
z

 2

1 11 1
z z

  

1
0 0

1 1 1 1
2 2 2 2 21

2

n n

n
n n

z z
zz

 


 

           
 
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， 

。 

20、将下列函数在指定点的无心邻域内展成罗朗级数，并指出成立范 

围。 

a. 【 】；b. 【 】。 

解: a. 的无心邻域为 ， 

，且 ， 

    【 】 

    。 

     ， 

 

                    。 

   b. 当 时， ， 

    ， 

    1
2 2 2 2 2

0 1
2

2 2 1 2 1 11 2 111 1

n n
n n

n nz z z z z
z

 


 

     
 

 

    
2

1
1 22

0 1

2 5 12 1
22 1

n
n

n n
n n

z z z
zz z

 



 

 
    

 
 

 22

1 ,
1

z i
z




 n
n

n
a z i





  
1

2 11 , 1zz e z   1 n
n

n
a z







z i  0 z i R  

     2 2 22

1 1

1 z i z iz


   2
1 1d

dz z iz i
     

   
 0

11 1 1 1 1
2 2 2 21

2

n n

n
n

z i
z iz i i z i i i i

i





 
   

   
  

1
21i  

   
1

2

1
0

1
2

n n

n
n

z i







 
  2 2z i i  

 
       

1 1 1
2 2

2 1 1
0 1

1 11
2 2

n nn n

n n
n n

z i n z id
dzz i

 
 

 
 

   
   


 

   
       

1 11 3
2 2

2 2 1 12 1 1

1 11 1
2 21

n nn n

n n
n n

n z i n z i
z iz

 
  

 
 

   
   


 

    2

4
2

1 3
2

n n

n
n

n z i




  
   0 2z i  

  z
0 !

n
z

n

ze
n





 

 
 
 

1
1

0 0

11
! 1 ! 1

n

z
n n

n n
e

n z n z

 


 


  

 
  0 1z   



15 

     。 

21、把 展成下列级数。 

（1）在 上展成 的泰勒级数； 

（2）在 上展成 的罗朗级数； 

（3）在 上展成 的泰勒级数； 

（4）在 上展成 的罗朗级数。 

解:（1）在 上， ，【 在 上解析】。 

（2）在 上， 。 

（3） 在 上解析，且 ，所以 

。 

（4）在 上， ，所以 

。 

第四章习题解答 

22、确定下列各函数的孤立奇点，并指出它们是什么样的类型（对于极点，

要指出它们的阶），对于无穷远点也要加以讨论： 

（1） ；（2） ；（3） 。 

   
 

 
   

1
2 1

2
0 2

1 1
1

! 1 2 ! 1

n n

z
n n

n n
z e

n z n z

 



 

 
   

  
  0 1z   

  1
1

f z
z




1z  z

1z  z

1 2z   ( 1)z 

1 2z    1z 

1z 
0

1
1

n

n
z

z






  1

1 z
1z 

1z 
0 1

1 1 1 1 1 1
11 1

n

n
n nz z z z z

z

 

 

          
 

1
1 z

1 2z  
1 1

2
z 



 
 

1
0 0

11 1 1 1 1 1
11 2 1 2 2 2 21

2

nn

n
n n

zz
zz z

 


 

          
 

1 2z  
2 1

1z




     

1

0 1

1 1 1 1 1 2 2
21 2 1 1 1 1 11

1

n n

n n
n nz z z z z z

z

 

 

       
      



 

 22

1

1

z

z z





1cos
z i

1
sin cosz z
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解: （1） 是 的孤立奇点且是极点。 

， 

是 的一阶零点，从而是 的一阶极点； 

， 

 

， 

是 的二阶零点，从而是 的二阶极点。 

在 内解析， ， 是可去奇点，

四阶零点。 

  （2） 在 的罗朗展开式 的主要 

部分有无穷多项， 

是 的本性奇点。 

      在 内解析， ， 

是 的可去奇点。 

 （3） ， 

的零点 ，是 的极点。 

0, ,z z i z i   
 22

1

1

z

z z





     2 22 2 2 2

0
0

1 1 4 1 1 0
z

z

z z z z z




               


0z   22 1z z 
 22

1

1

z

z z





     2 22 2 2 21 1 4 1 0
z i

z i

z z z z z




              


     2 22 2 2 21 1 4 1
z i z i

z z z z z
 

              

     32 2 34 1 8 1 8 8 0
z i

z z z z z i


         

z i    22 1z z 
 22

1

1

z

z z





 22

1

1

z

z z




  1< z

 22

1lim 0
1z

z

z z





z  

1cos
z i

 z i 
 

   2
0

11cos
2 !

n

n
nz i n z i








 


z i  
1cos

z i
1cos

z i
 1 z  

1lim cos 1
z z i





1cos

z i

1 1 1
1 1sin cos 2 sin2 sin cos

42 2
z z zz z 

 
          

sin
4

z   
 

, 0, 1, 2,
4nz n n      1

sin cosz z
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又 ， 

是 的一阶零点，从而是 的

一阶极点。 

是 的奇点，但不是孤立奇点，因为在无穷远点的的任

何邻域 内,总有其它奇点。 

23、求 在孤立奇点处的留数。 

解: 的解 ，是 的奇点。 

  由于 ， 是 的极点。又 

 

， 

是 的一阶零点，从而是 的一阶极点。 

不是 的孤立奇点，因为在它的任一邻域 内,总有其它的

奇点。 

由推论 2： 。 

【 】 

 
4

4

sin cos 1 0
4 4

n
n

n

z z n
z z n

z z


 

  
  

                  

, 0, 1, 2, ,
4nz n n       sin cosz z

1
sin cosz z

z  
1

sin cosz z

r z  

  1
1

z

z

ef z
e






1 0ze   2 1 . 0, 1, 2nz i n n         1
1

z

z

e
e




 2 1

1lim
1

z

zz i n

e
e 


 


 2 1nz i n   

1
1

z

z

e
e




 

   
 

 

2

2 12 1

1 11
1 1

nn

z z z zz

z z

z z i nz z i n

e e e ee
e e

     

    
   

 
 

2 2

2 1

2 2 1 0
2 21

n

z

z

z z i n

e

e
  


    



 2 1 , 0, 1, 2, ,nz i n n       1
1

z

z

e
e




1
1

z

z

e
e




z  
1
1

z

z

e
e




r z  

 
 

 
 2 1

2 1

1 1 1 1Re 2 1 2
11 n

n

z z

z
z z z i n

z z i n

e esf i n
ee 




  

  

  
        

   
0

4
1

1 2 Re 2 1 2 2 2 8
1

z

zz
n

e dz i sf i n i i
e

   





          
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24、求下列函数在指定点处的留数。 

（1）   在 ； 

（2） 在 ， 。 

解:（1） 为 的一阶级点.， 

为 的二阶极点。 

， 

。 

由于 已是 的所有有限孤立奇点， 

。 

（2） 在 的罗朗展开式为 

 

。 

由于 是 的仅有的一个有限孤立奇点， 

。 

【 在 的罗朗展开式为 

  21 1
z

z z 
1,z   

2

4

1 ze
z

 0z  

1z   
  21 1

zf z
z z


 

1z    
  21 1

zf z
z z


 

   
    2 21 1

1Re 1 lim 1 lim
41 1 1z z

z zsf z
z z z 

    
  

   
  

2
21 1

1Re 1 lim 1 lim
1 41 1z z

d z d zsf z
dz dz zz z 

               

1z    f z

     Re Re 1 Re 1 0sf sf sf        

 
2

4

1 zef z
z


 0z 

 

 

 
4 4

1
4

1 3

2
2 2!

! 4 !

n

n n n n
n

n n

z
z znf z

z n n



  


 


    




 

 
3

1
2 4 4Re 0
3! 3 3

a sf       

0z   f z

    4Re Re 0
3

sf sf    

 
2

3

1 zef z
z


 0z 
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】 

25、求下列函数在其奇点（包括无穷远点）处的留数，（ 是自然数） 

（1）  （ 是自然数）； 

（2） ； 

（3） 。 

解: （1） 是 的有限远孤立奇点。在 , 的罗朗展开

式为 。 

令 ,则 。 

为非负整数， 只有 为偶数时上式才成立。 

而当 为奇数时, ，即 在 的罗朗展开式中没有 次

幂项，即 。 

当 为奇数时, 。 

当 为偶数时, 的项是 次幂项， ，所以，此时

。 

 

 

 
3 3

1
3

1 2

2
2 2!

! 3 !

n

n n n n
n

n n

z
z znf z

z n n



  


 


    




 

 
2

1
2 2 Re 0 2
2!

a sf       

m

1sinmz
z

m

 21

ze
z 

3

1
sin

ze
z



0z    1sinmf z z
z

 0z   f z

   
 

 
 2 1 2 1

0 0

1 1
2 1 ! 2 1 !

n n
m

n n m
n n

f z z
n z n z

 

  
 

 
 

  

2 1 1n m  
2
mn 

n  m

m 2 1 1n m    f z 0z  1

1 0a 

 m  Re 0 0sf 

m
2
mn  1

 
 

2

1

1
1 !

m

a
m






   
 

21
Re 0

1 !

m

sf
m


  

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总之，不管 为偶数或奇数，都有 。 

（2） 是 的唯一的有限奇点,且是二阶极点。 

， 

 

（3） ， ，是 的孤立奇点。 

在 点的罗朗展开式为 

 

 

 

在 解析，且为 的偶函数,所以它在

处的泰勒展开式中只有 的偶次项。而 

m    
 

 21 1 1
Re 0

1 ! 2

m m

sf
m
  

 


1z   
 21

zef z
z




   
 

2
21

Re 1 lim 1
1

z

z

d esf z e
dz z

 
    

  

   Re Re 1sf sf e     

z n 0, 1,n     
1

3sin

zef z
z





 f z z n

 
   3

1
1 sin

n z n

n
e ef z

z n

 



 


 

 
     

     

2 3

33 5

1
2! 3!

1

3! 5!

n n

n

z n z n
e e z n

z n z n
z n

   


 


  
      

   
  

    
  





 
 

     

   

2 3

3 32 4

1
2! 3!1

1
6 5!

n n
n

z n z n
e e z n

z n z n z n

   


  

  
      

    
   

   
  





   
32 4

1
6 5!

z n z n 


  
   

  
 z n  z n

z n  z n
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， 

及  

 

 

 

。 

 

， 

次幂项的系数  

。 

   
32 4

1 1
6 5!

z n

z n z n



 




  
    

  


   
32 4

1
6 5!

z n

z n z n



 




        
    



     
43 2 44

3 1
3 5! 6 5!

z n

z n z n z nz n



  




                  
        

 

     
42 2 41213 1

3 5! 6 5!
z n z n z n  

               
      

 

     
2 53 2 44

4 1 1
3 5! 6 5!

z n

z n z n z nz n



  




                 
        

 

       
32 4

2 4
4

11 1
6 5! 2

z n z n
z n a z n

 
 


  

          
  

 

   
 

     2 3

3

1
1

2! 3!

n
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不是 的孤立奇点。 

26、求下列函数在其孤立奇点（包括无穷远点）处的留数。 

（1） ；（2） 。 

解:（1） 是 的本性奇点， 为其孤立奇点。 

在 点的罗朗展开式为 

 

。 

当 时，即 ， 时, 的系数 即为 

，所以 

【利用了 】。 

。 

（2） 是 的 阶极点，而 是 的一阶（单）
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极点。 

 

 

， 

。 

是 的仅有的二个有限远孤立奇点， 

。 

27、计算下列积分 

（1） ； 

（2） 为自然数； 

（3） 。 

解:（1） 是被积函数 在单位圆内的孤立奇点。 

，  
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。 

是 的二阶零点，也就是 的二阶极点。 

 

。 

由留数定理，得 

。 

（2）由于 ， ， 被积函数 在单位圆内有二个

 阶极点 ， 。于是 

 

 

 

。 

同理 。 
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由留数定理，得 

 

。 

（3）被积函数 ， 

， 是 在圆 内的二个一阶极点。 

， 

。 

由留数定理，得 

。 

28、求下列各积分值 

（1）  ；  （2） 。 

解:（1） ， 

 

。 
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令 ，则 ， 

。 

令 ， ， ，则 

。 

有二个一阶极点 ， 。 

， 在单位圆 外。 

又 ， 在单位圆 内。 

由关于极点的留数定理的推论 2，得 

。 

由留数定理，得 

。 

（2） ， 

。 

令 ，则 。 

。 

令 ， ， ，则 
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。 

有两个一阶极点 和 

。 

， 在单位圆 外。 

， 在单位圆 内。 

由关于极点的留数定理的推论 2，得 

。 

由留数定理，得 

。 

29、求下列各积分的值 

（1）  ；   （2） ； 

（3） （ ）。 

解:（1） 。 

在实轴上无奇点，且 。 

有四个一阶极点，但只有二个 ， 在上半平面。 

， 
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。 

。 

（2） 在实轴上无奇点,当 时, 。 

在上半平面有两个一阶极点 和 。 

， 

。 

。 

（3） 在实轴上无奇点,且 。 

在上半平面有二个一阶极点 和 

。 

由关于极点的留数定理的推论 2，得 

， 

。 
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30、从 出发，其中 为如图所示之围线，方 

向沿逆时针方向。证明 

。 

解: 在 所围的区域内解析， 由柯西定理: 。（1） 

又 。（2） 

令 ,则 

， 

。 

又 ， 

。（3） 

， 

。 

又 ， ， 

。（4） 

令 ,由（1）、（2）、（3）、（4）得 
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，（5） 

而 ，及 ， 

于是 。（6） 

由（5）和（6）得 

。（7） 

比较（7）两边的实部和虚部，得 

。（8） 

进一步，若令 ，则（8）成为 

， 

从而 。 

 

二、数学物理方程及特殊函数部分习题解答 

第五章习题解答 

31、弦在阻尼介质中振动，单位长度的弦所受阻力 （比例常数 叫

做阻力系数），试推导弦在这阻尼介质中的振动方程。 

解：与课上推导弦的受迫振动方程一样，令其中的 ，
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弦在介质中的振动方程为： ，即 

， ， 。 

32、长为 柔软均质轻绳，一端

（ ）固定在以匀速 转

动的竖直轴上。由于惯性离

心力的作用，这绳的平衡位置

应是水平线。试推导此绳相对

于水平线的横振动方程。 

解 ： 研 究 位 于 到 这 一                                    

段绳 A 的振动情况。设绳

的质量密度为 。A 在纵向

没有运动，于是 A 所受的

纵向合力为零，即 A 所受

的张力在纵向的合力等于其

所受的惯性离心力， 

 

即     （1） 

在横向，由牛顿第二定律 ，得 

    （2） 

在小振动条件下，有 

， ， 
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注意到 ， ，由（1）得 

， 

即  

于是绳中任一点 处的张力为 

。（3）【 段的惯性离

心力】 

又 ， ，代入（2）得 

，  

即 ，（4） 

将 的表达式（3）代入（4），得绳相对于水平线的横振动方程为 

     与 无关。 

【 ，边界条件 ， 有限（自然边界条件）】 

33、长为 的均匀杆，两端由恒定热流进入，其强度为 。试写出这个热传

导问题的边界条件。 

解：由热传导的傅里叶定律

，在边界 上有 ，其中 为边界 的单位法线矢

量， 为 沿 的方向导数。在 端， ，而

，所以 
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    在 端， ，而 ，所以 

。 

即边界条件为： ， 。 

或：在一维时， ，而 ，由热传导的傅里叶定律

，得 ，所以边界条件为 

    ， 。 

34、半径为 而表面燻黑的金属长圆柱，受到阳光照射，阳光方向垂直于柱

轴，热流强度为 。设圆柱外界的温度为 ，试写出这个圆柱的热传

导问题的边界条件。 

解法一：如图取极坐标系，极轴垂直于阳光，

由阳光照射而产生的，通过圆柱表面流入圆

柱体的热流强度为 

    ， 

    同样由阳光照射而产生的，通过圆柱表面流出圆柱体的热流强度为 

    。 

由圆柱本身的温度分布产生的热流强度为 ，而在极坐标系中

，故其通过圆柱表面流出圆柱体的热流强度为

。总的通过圆柱表面流出圆柱体的热流强度为 ，其
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在表面的大小为 ，其中

。 

由牛顿热交换定律，知 应与 成正比，即 

， 

， 

两边除以 ，即得边界条件为： 

， 。 

解法二：取如图的圆柱表面的一个小块来分析。                       

小块的面积为 ，厚度为 ，两个表面分别

为 和 ， 为 的外法线方向单位矢量，而

为 的内法线方向单位矢量。单位时间流

出小块的热量等于其能量的减少率，即 

，（*） 

其中 ， 。 

令 ，则 ， ，（*）的左边趋于 ，（*）成为 

，（**） 

其中 ，（**）两边除以 ，即得边界条件： 
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， 。 

第六章习题解答 

35、长为 的弦，两端固定，弦中张力为 ，在距一端为 的一点以力 把

弦拉开，然后突然撤除这力，求解此弦的振

动。 

解：先求出初始位移，分 和 两段来考

虑。 

设 点的位移为 ，则 

    在 中， ， 

在 中， 。 

    在小振动， 、 很小的条件下，利用力的平衡条件和小振动条件

， ，得 

， 

于是  。 

。 

定解问题为 
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。 

分离变数，令 ，代入方程及边界条件，可得既满足方

程又满足边界条件的通解为 

。 

代入初始条件，得 ， 

。  

 

   

 

。 

。 

36、研究长为 ，一端固定，另一端自由，初始位移为 而初始速度为零的 

弦的自由振动情况。 

解：即求解定解问题 
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    。 

分离变数，令 ， 

可得： ， （1） 

 ，  （2） 

由（2）解得： ， ， 。 

由（1）解得： 。 

定解问题的通解为 

。 

由初始条件 ，得： 

， 

。 

由初始条件 ，得： 

， 
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， 

 

。 

37、求解细杆的热传导问题。杆长为 ，两端温度保持为零度，初始温度分

布为 。 

解：定解问题为 

   。 

令 ，则可求得 ， ， 

满足 。 

定解问题的通解为 。 

由初始条件 得： ， 
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。 

 

当 时， 。整个杆达到平衡状态。 

38、求解细杆的热传导问题。杆长为 ，初始温度为均匀的 ，两端温度分

别保持为 和 。 

解：定解问题为 

    。 

先将非齐次边界条件化为齐次边界条件。令 ， 

使 满足 ，则 ，（*） 

将（*）代入 ，得 ， 

将（*）代入 ，得 ， 

。 
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于是 满足 ， 

其通解为 。 

由初始条件 得： ， 

 

 

。 

 

。 

 

 

。 

39、长为 的柱形管，一端封闭，另一端开放。管外空气中含有某种气体，

其浓度为 ，向管内扩散。求该气体在管内的浓度 。 

解：定解问题为 
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。 

先将非齐次边界条件化为齐次边界条件，令 ， 

使 满足 ， 

解之，得： 。 

满足 。 

令 ，可求得 

， 

， 。 

定解问题的通解为： 。 

由初始条件 得： 

， 

。 
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于是 ， 

。 

40、均匀的薄板占据区域 ， 。其边界上的温度为 

， ， ， 。求解板的稳定温度分布。 

解：定解问题为 

。 

关于 的边界条件是齐次的，用分离变数法来解： 

令 ，代入方程可得 

， 

于是 ，                  （1） 

。                 （2） 

由（2）求得 ， ，  

将 的值代入（1）得： 

， 

。 

于是 。 

由 ，得 ， 。 
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由 ，得 ， 

 

。 

。 

41、研究处于重力场中，长为 ，一端固定，另一端自由，初始位移和初始 

速度均为零的弦的受迫振动情况，设重力加速度为 。即试用分离变数 

法求解定解问题 

    。 

解：先将非齐次方程化为齐次方程。令 ， 

使 满足 。 

解之，得：  

， ， 

。 

满足 。 

用分离变数法可求得 的通解为 

00y
u u


 0

1
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n

nB x u
a

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 
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
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 

2

0

0 0

0,0
0, 0 0
0, 0 0

tt xx

xx x l

tt t

u a u g t x l
u u t
u u x l

 
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。 

由 ，得： 

。 

由 ，得： ，利用 

 

 

， 

及 ，得 

 

。 

 
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1 1 1
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n

n a n a n
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l l l

  
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。 

 

。 

42、半径为 ，表面燻黑了的均匀长圆柱，在温度为零度的空气中受着阳

光的照射，阳光垂直于柱轴，热流强度为 ，试求圆柱内的稳定温度

分布。 

解：取圆柱的轴为 轴，由于圆柱是均匀且长（可以认为无限长），显然温

度分布与 无关，故只需在 平面上研究就行了。取极坐标系，由牛

顿热交换定律知：  ，或 

。 【利用 34 题的结果】 

定解问题为 

。 

方程的通解为 

。 

。 

故通解又可写为 

。 
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由 ，得 

， 

上式相当于在 区间上将 展成傅里叶级数，由展开系数公式得： 

， 

 

 

 

 

， 

 

  。 

 

， 

。 

。 
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43、用傅里叶变换求解定解问题 

。 

解：由于 在 内变化，对 进行傅里叶变换 

，（*） 

其中 ， 

（*）的通解为 ， 。 

由 ，得 ， 

所以总的可写为 ， 

其中 。 

由 ，得 。 

。 

进行傅里叶反变换，得 

 

 

， 

而  
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， 

代入上、下限时应注意到 ， 

。 

第七章习题解答 

44、试用平面极坐标系把二维波动方程分离变数。 

解：二维波动方程在极坐标系中可表为 

    。         （1） 

令 ，代入（1），得：  

。     （2） 

（2）的两边除以 ，得 

。        （3） 

（3）的左边仅是 的函数，而右边却是 ， 的函数， 

（3）的两边只能等于同一常数，记为 ，从而 

。 

，          （4） 

（4）的两边乘以 ，并移项得 

。 
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 

2a TR

2 2

1T R R
a T R R 

   
   



t  

 2k

     2 2 0 cos sint k a T t T t A kat B katT     

2
2

1R R k
R R 
  

    


2

2 2 2R R k
R R

    
   


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同理上式两边只能等于同一常数，记为 。于是 

， ，   

， ， 。 

， 

， 

令 ， ，得 

，  阶 Bessel eq. 

45、用平面极坐标系把二维输运方程分离变数。 

解：在平面极坐标系中，二维输运方程为 

        （1） 

令 ，代入（1），得： 

。   （2） 

（2）的两边除以 ，得 

. 

上式左边仅是 的函数，而右边却是 ， 的函数， 

上式两边只能等于同一常数，记为 ，从而 

。 

及 与上一题的相同。 

46、求证 ， 。 

证：勒让德多项式的生成函数为 



0       2         2      

2m   0,1,2,m     cos sinC m D m    

2 2 22R R k m
R R

   
   

 2 2 2 2 0R R k m R      

x k    y xR  

       2 2 2 0y x xy x x m y xx      m

2
2

1 1
t a u u uu    

 
   

 

       , , t T t Ru     

2
2

1 1R a TR TR TRT
 

          
 



2TRa 

2 2

1T R R
a T R R 

   
   



t  

 2k

      2 22 2 0 k a tt k a T t T t AeT    

R 

     1 1( ) 2l l l lP x P x xP x P x      1l 
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， 。（1） 

两边对 求导，得 

。 

两边乘以 ，得 

，（2） 

（1）代入（2），得 

， 

比较两边 项的系数，得 

。 

47、利用上题和 ， ， 

求证 ， 。 

证：对勒让德多项式的递推公式 

  （1） 

两边对 求导，得 

。  （2） 

又由上题，得： ，   （3） 

，得 。  （4） 

从（3）及（4）中消去 ，得 

。        （5） 

，得 。 

 
2

0

1
1 2

l
l

l
r P x

xr r






 

 1r 

x

 3
02 2(1 2 )

l
l

l

r r P x
xr r






 



2(1 2 )xr r 

 
2

0

2( )
1 2

1 2 l
l

l

r r P x
xr r

xr r





 

  

       1 1 2

0 0 0 0
2l l l l

l l l l
l l l l

r P x r P x x r P x r P x
   

  

   

       

1lr 

       1 12l l l lx x x x xP P P P 
   

   1 11 ( ) 2 1 ( ) ( ) 0l l ll P x l xP x lP x      1l 

       1 12 1 l l ll P x P x P x     1l 

         1 11 2 1 0l l ll x l x x l xP P P     

x

             1 11 2 1 2 1 0l l l ll x l x l x x l xP P P P 
       

       1 12l l l lx x x x xP P P P 
   

   2 3l         1 1l l lx x x l xP P P
  

 1l xP

     1l l lx x x l xP P P
  

   4 5        1 12 1 l l ll x x xP P P    
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48、在 区间上将 用勒让德多项式展开。 

解：由于 是偶函数，所以展开式中只含偶数阶的勒让德多项式， 

。 

， 

， 

 

 

， 

当 时， 

 

 

 

 

 

。 

 

 1,1 2x

2x

 2
2 2

0
n n

n
f P xx





 

   
1 2

2 20
4 1n nn x P x dxf   

1 2
0 0

1
3

x dxf  

   
21 1 22 2 2

2 2 2 20 0

15 5 1
2 2!

dx P x dx x x dx
dx

f    

     
1

1 12 2 22 2 2 2 2

0 0
0

1 55 1 1 2 1
8 8

d d d dx x dx x x x x dx
dx dx dx dx

              
 

     
1 1 12 2 22 2 2

0 00

5 5 5 8 21 1 1
4 4 4 15 3

x x x dx x dx             

1n 

   
21 22 2

2 2 21

4 1 1 1
2 2 2 !

n n

n n n

n dx x dx
n dx

f



  

   
2 11 22 2
2 11

4 1 1
2 4 2 !

n n

n n

n d dx x dx
n dx dx





 
    



     
12 1 2 112 22 2 2

2 1 2 11
1

4 1 1 2 1
2 4 2 !

n nn n

n n n

n d dx x x x dx
n dx dx

 

 


 
    

   


   
2 21 22
2 21

4 1 1
4 2 !

n n

n n

n d dx x dx
n dx dx





 
   

 


     
12 2 2 212 22 2

2 2 2 21
1

4 1 1 1
4 2 !

n nn n

n n n

n d dx x x dx
n dx dx

 

 


 
     

  


   
12 3 22

2 3
1

4 1 1 0
4 2 !

n n

n n

n d x
n dx







 
   

 

     2
2 0 2

2 1 2 1
3 3 3 3

P x P x P xx    
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或：令  

因为 ， ， ， 

所以 ， 

比较上式两边系数，得 

。 

。 

49、验证： 。 

证：因为 ， ， 

所以 。 

50、证明： 。 

证法一：当 时， 。 

当 时， 

 

， 

只有当 ，即 时，上式才不为 。此时 

      

      。 

     2 2
2 2 1 1 0 0 2 2 1 0

3 1
2 2

f P x f P x f P x f x f f x fx       

 0 1xP   1 x xP    2
2

1 (3 1)
2

x xP  

     2 2
2 2 1 1 0 0 2 2 1 0

3 1
2 2

f P x f P x f P x f x f f x fx       

2 1 0 2 2 0 2
3 1, ,
2

1 2 1 1 2 10, 0
2 3 2 2 3 3

f f f f f f f        

     2
2 0 2

2 1 2 1
3 3 3 3

P x P x P xx    

   3
3 1

2 3
5 5

x P x P x 

  3
3

5 3
2 2

P x x x   1P x x

    3 3
3 1

2 3 2 5 3 3
5 5 5 2 2 5

P x P x x x x x      
 

 

   
 

1

0

2 1

1, 0
0, 2 , 1,2,

2 !
1 , 2 1, 0,1,2,

2 ! 1 !

l

k
k

l
P x dx l k k

k
l k k

k k


   

    
 

 



0l   
1 1

00 0
1P x dx dx  

0l 

     
111 1 2 2

10 0
0

1 11 1
2 ! 2 !

l ll l

l l l l l

d dP x dx x dx x
l dx l dx



     

     
1 1

2 2 2
1 1

00 0

1 11 1
2 ! 2 ! !

l lll k l k
l l l l

kx x

d dx x
l dx k l k dx

 


 
 

       


2 2 1l k l   2 1l k  0

     
   

1 1

2 10

2 1 !
2 ! 1 !

k
l k

k
P x dx

k k




  
 - 1 2 1, 1,2,l k k   

   
 2 1

2 !
1

2 ! 1 !
k

k

k
k k 


2 1, 0,1,2,l k k   
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       。 

证法二：当 时， 。 

当 时，又 ， 

 

。 

当 ， 时， 

， ， 

又 ， 

。 

当 时， 

， ， 

又 ， 

 

 

 

 

 

   
 

1

0

2 1

1, 0
0, 2 , 1,2,

2 !
1 , 2 1, 0,1,2,

2 ! 1 !

l

k
k

l
P x dx l k k

k
l k k

k k


    

    
 

 



0l   
1 1

00 0
1P x dx dx  

0l       1 1
1

2 1l l lP x P x P x
l      

     
1 1

1 1 00

1
2 1l l lP x dx P x P x
l      

       1 1 1 1
1 1 1 0 0

2 1 l l l lP P P P
l         

2l k 0k 

   1 2 10 0 0l kP P      1 2 10 0 0l kP P  

   2 1 2 11 1 1k kP P  

         
1

2 2 1 2 1 2 1 2 10

1 1 1 0 0 0
4 1k k k k kP x dx P P P P

k           

2 1l k 

       
 

1
1 2 2 22 2

2 2 !
0 0 1

2 1 !
k

l k k

k
P P

k


  


  

  
       

 1 2 22

2 !
0 0 1

2 !
k

l k k

k
P P

k   

   2 2 21 1 1k kP P  

         
1

2 1 2 2 2 2 2 20

1 1 1 0 0
4 3k k k k kP x dx P P P P

k        

   
 

   
 

1
2 22 2 2

2 ! 2 2 !1 1 1
4 3 2 ! 2 1 !

k k

k k

k k
k k k





     
     

 
 

      2
22 2

1 1 4 2 ! 1 2 1 !
4 3 2 1 !

k

k
k k k

k k


         

        
   

2

22 2

1 2 ! 4 1 2 1 2 2

4 3 2 1 !

k

k

k k k k

k k

      
   
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。 

。 

51、求解定解问题 。 

解：所要求解的定解问题具有轴对称性，其轴对称球内解为 

。 

由 ，得 

。 

比较两边的系数，得 

， ， ，  。 

。 

52、求解定解问题 。 

解：所要求解的定解问题具有轴对称性，其轴对称球外解为 

。 

由 ，得 

。 

      
   

   
 2 2 12 2

1 2 !2 1 4 3 2 !
1

2 ! 1 !4 3 2 1 !

k
k

kk

k k k k
k kk k 

  
  

   

 

   
 

1

0

2 1

1, 0
0, 2 , 1,2,

2 !
1 , 2 1, 0,1,2,

2 ! 1 !

l

k
k

l
P x dx l k k

k
l k k

k k


    

    
 

 



 
 

2

2
0

0
cos , 0

r a r

u r a
u u  

 

   
     有限值

   
0

, cosl
l l

l
u r C r P 





 

   2
2 0

2 1cos cos cos
3 3r a

u P P  


  

     2 0
0

2 1cos cos cos
3 3

l
l l

l
C a P P P  





 

0
1
3

C  2
2

2
3

C a  2 2

2
3

C
a

 0lC  ( 0, 2)l 

     
2 2

2
22 2

1 2 1 2 1, cos 3cos 1
3 3 3 3 2

r ru r P
a a

        
2 2 2

2 2

1 cos
3 3

r r
a a


  

 
 

2

2
0

0
cos , 0

r a r

u r a
u u  

 

  
     有限值

   1
0

, cosl
ll

l

Du r P
r

 





 

   2
2 0

2 1cos cos cos
3 3r a
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比较两边的系数，得 

， ， ， ，   。 

。 

53、用一层不导电的物质把半径为 的导体球壳分隔为两个半球壳，使半球

壳各充电到电势为 和 ，试计算球壳内外的电势分布。 

解：本题可归结为求解如下的的定解问题 

。 

所要求解的定解问题有轴对称性，方程（1）的轴对称有界通解为 

。 

在球内 中， ， 有界 ， 

所以，当 时， 。 

由边界条件（2），得： ， 

  【令 ， 】 

 

。 
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， 

。 

所以，当 时， 

。 

如果 ，则 ，球壳为等势体，球壳内电场 。 

在球外 中， ， ， 有界 ， 

所以，当 时， 。 

同样，由边界条件（2），得： ， 

 

 

。 

用类似上面 的求解方法，可得 
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所以，当 时，  

。 

如果 ，则球壳外的电势分布 ，其中 ，

相当于一个带电量为 的点电荷产生的电势。 

其实在 情况下，球壳为等势体，球壳所带的电荷可由电磁场的

边值关系得到。计算如下： 

球壳内电场 ；球壳外 ,其法向分量大小 。 

假定球壳内外为真空，球壳的面电荷密度 ， 

总电荷 。 

54、半径为 ，表面燻黑的均匀球，在温度为

的空气中，受着阳光的照射，阳光的热流

强度为 ，求解小球内的稳定温度分布。 

解：本题可归结为求解如下的定解问题： 

 

其中 ， 为热传导系数， 为热交换系数。 

本定解问题有轴对称性，方程（1）的轴对称球内通解为 

，   。 
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由边界条件（2），得 

 ， 

即 。  【令 】 

。 

， 

。（3） 

又 ， 

。 
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又  
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， 

。（4） 

（4）代入（3），得： ， ， ， 

 

。 

于是小球内的稳定温度分布为 

 

， 。 

55、计算下列积分 

（1） ；（2） 。 

解：（1）由递推公式 ，得 。 ① 

由递推公式 ，得 。② 
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。 

（2）由递推公式 ，得 

，①  

。② 

 

 

。③ 

又由递推公式 ，得 

。④ 

将④代入③，得 

。 

56、半径为 而高为 的圆柱体下底面和侧面保持零度，上底面温度分布为

，求圆柱体内各点的稳恒温度（稳定温度分布）。 

解：本题可归结为求解如下的定解问题 

 

定解问题有轴对称性 ，所以 与 无关， 。 
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的径向部分 满足 

，     【零阶 Bessel eq.】 

其在 处有界的解为 。 

， 

本征值为 ，本征函数为 ， 。 

的 方向部分 满足 

， 

其解为 。 

定解问题的特解为 

， 

定解问题的通解为 

。   （1） 

。  （2） 

， 

于是 。   （3） 
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  【利用了 54 题（1）的结果】 

。  （4） 

又 ，  （5） 

将（4）和（5）代入（3），得 

， 

。（6） 

将（2）和（6）代入（1），得圆柱体内各点的稳恒温度为 

。 

57 、设半径为 的无限长圆柱形物体的侧面温度为 ，初始温度

， 

求此物体的温度分布随时间的变化规律。（无限长 与 无关） 

解：此问题可归结为求解如下的定解问题 

 

定解问题有轴对称性，所以 与 无关。 

又圆柱为无限长，故 又与 无关。 
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令 ， 

代入方程，得 

， 

。 

于是 ， 

。  （1）     【 order Bessel eq.】 

（1）在 处有限的解为 。 

，  

本征值为 ， 

本征函数为 。 

。    （1） 

由初始条件 ，得： 

， 

。   （2） 

而  
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  【利用了 54 题（1）的结果】 

，  （3） 

 

，（4） 

。  （5） 

将（3）、（4）和（5）代入（2），得 

 

。  （6） 

将（6）代入（1），得物体的温度分布随时间的变化规律为 

。 

58、圆柱体半径为 而高为 ，上底面保持温度 ，下底面保持温度 ，侧

面的温度分布为 ，求解圆柱体内各点的稳

恒温度（稳定温度分布）。 

解：本题可归结为求解如下的定解问题 
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。 

先将上、下底面的非齐次边界条件齐次化。 

令 ，   （1） 

使 满足 

。  （2） 

满足 。 

的定解问题有轴对称性，所以 与 无关。 

。  （3） 

令 ，代入（3），得 ， 

两边除以 ，并移项，得 

， 

从而 。 （4） 

。（5） 
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令 ， ，则（5）成为 

，   【 阶虚宗量 Bessel eq.】 

其在 （即 ）处有界的解为 

。     （6） 

由（5）和（6）， 的定解问题满足上、下底面齐次边界条件的特解为 

， 

的定解问题满足上、下底面齐次边界条件的通解为 

。  （7） 

由 ，得 

。   【傅里叶正弦数】 

， 

 

 

， 

因此， ， （8） 
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。（9） 

将（8）和（9）代入（7），得 

。  （10） 

将（2）和（10）代入（1），得圆柱体内各点的稳恒温度为 
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