
  

数学物理方法
整理：2019级大气科学  蒋斌

莫尔斯说：“数学是数学，物理是

物理，但物理可以通过数学的抽象而受

益，而数学则可通过物理的见识而受

益。” 数学家拉克斯说：“数学和物理

的关系尤其牢固，其原因在于数学的课

题毕竟是一些问题，而许多数学问题是

物理中产生出来的，并且不止于此，许

多数学理论正是为处理深刻的物理问

题而发展出来的。”
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前言 

 《数学物理方法》课程主要包括两大模块：复变函数论与数学物理方程，其

中复变函数部分的重要知识点有：复数的三种表达形式以及基本运算、解析函数

可微的必要条件和充要条件、调和函数、常见初等解析函数的基本概念与运算性

质、柯西定理与柯西积分公式、幂级数收敛半径的计算、幂级数的泰勒展开和洛

朗级数展开、极点的判断、留数定理以及利用留数计算某一类积分、解析函数保

角性的两个重要结论……这些都是提纲挈领的关键词，具体的概念、；而到了数

学物理方程，重要的知识点有：(1) 有界情形下波动方程、热传导方程的初边值

问题解法，主要是二维形式，核心的思想是分离变量法，由此导出的一些结论需

要熟练掌握，从而在考试解题中能够直接写出相应结论，使整个解题过程简洁清

晰；(2) 无界情形下，波动方程介绍了达朗贝尔解法，热传导问题介绍了柯西解

法，由此再去求解半无界问题时，便可以延拓到无界情形，利用无界情形导出的

结论求解半无界问题；(3) 最后一个就是傅里叶变换和拉普拉斯变换，重点在于

记住定义，熟练性质，保证再运用时不会出错。 

 《数学物理方法》的考试更多的是考查我们对概念和结论的理解和记忆——

这是比较“肤浅的”，我们应该更多的是去思考如何把学过的知识运用到实际中

去。 

 在本资料的使用中，如发现有误之处还请大家批评指正，联系邮箱：

lesnow_bin@163.com。最后，期末加油！ 

 

 

 

 

 

  
2021 年 6 月 22 日 

 

lesnow_bin@163.com
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Part I 复变函数论 

第一章  复数与复变函数 

 重要知识点提要 

复平面、复数的三种表达式、复数的模与辐角、复数的运算（相等、加减、

乘除、共轭、幂运算、方根运算）、复变函数（单值函数与多值函数） 

 典型例题 

1. 计算 的值为_______. 

A.          B.  

C.  D.  

解析：C  

已知 ，由欧拉公式，  

由倍角公式， ，代入上式，可知 C

选项正确. 

 

2. 计算 的值为_______. 

A.   B.   C.   D.  

解析：B 直接计算，有 ，也可以采用指

数形式来进行计算：  

 

a bi

2
2

2 2a b a 

2 2 2 22 ( )
2

a b a i a b a     2 2a b a 

2 2a b   2 (sin cos )
2 2

iia bi e e i


        

cos 1 cos 1sin ,cos ,cos
2 2 2 2

a    


 
  

2(1 )i 

2
i

2
i

 2
i

e


21
2

i
e



2
2 2 2

1 1 1(1 )
(1 ) 1 2 2 2

ii
i i i i

     
  

2 2
2

24 2

1 1 1 1(1 )
(1 ) 2( 2 ) 2

i

i i
i e

i e e



 

    

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3. 计算 的值为_______. 

A.     B.  

C.     D.  

解 析 ： D 首 先 将 展 开 得 到 ， 由 欧 拉 公 式 得

，从而解得： 

 

令上述的 为 i，得到 ，从而可知 D 项正确。 

 

4. 下列各式表示复平面上的什么区域？ 

(1)      (2)  

解：(1)设 ，则上述不等式化为 ，其边界为  

它表示 z 点到原点的距离与它到直线y = 2距离相等，显然这是一条以y = 2

为准线的抛物线，其方程为  

而 化简后为 ，故 表示的区域为抛物线的

上方且包括边界 

(2)（解法一） 

如下图，在复平面上任取一点 ，则  

 

将不等式 取正切，有： 

cos(1 )i

1 11 ( )cos1
2

e e 1 11 ( )sin1
2

e e

1 1( )sin1
2
i e e  1 1 1 11 ( )cos1 ( )sin1

2 2
ie e e e   

cos(1 )i cos1cos sin1sini i

cos sin , cos sini ie i e i       

1cos ( );sin ( )
2 2

i i i iie e e e         

 1 1 1 11cos ( );sin ( )
2 2

ii e e i e e     

Im | z | 2z 
10 arg
1 2

z
z


 



z x iy  2 2 2x y y   2 2 2x y y  

2 4( 1)x y  

2 2 2x y y  
2

1
4
xy   Im | z | 2z 

z x iy  arg( 1) ,arg( 1)z z    

10 arg arg( 1) arg( 1)
1 2

z z z
z

 
       


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即  

由上图可知： ，代入上式后化简得： 

 

由此得所表示的区域为：  

（解法二） 

因为 ，所以有： 

 

这表明复数 的辐角在第一象限，所以它的实部与虚部均为非

负，所以 ，结果与解法一一样. 

 

 习题一 

1. (1)化简复数 ；(2)求 的实部虚部及辐角. 

2. 计算 . 

3. 证明题： 

(1) 若 ，证明 . 

(2) 证明 ，并说明几何意义. 

(3) 复平面上的直线方程可以写成 （ 是复常数， 是实常数）. 

(4) 证明三角形的内角和为 . 

 

答案： 

0 tan( )    
tan tan0

1 tan tan
 

 


  


tan , tan
1 1

y y
x x

  
 

2 2

20
1

y
x y

  
 

2 2

0
1 0

y
x y



  

2 2

2 2

1 1 2
1 ( 1)

z x y i y
z x y

   


  

2 2

2 2

1 1 20 arg arg
1 ( 1) 2

z x y i y
z x y

   
  

  

2 2

2 2

1 2
( 1)

x y i y
x y
  

 

2 2

2 2 2 2

1 20, 0
( 1) ( 1)
x y y
x y x y

 
 

   

2

(1 )
(1 )

n

n

i
i 




i

(cos sin )(sin cos )
3 3 4 4

i i   
 

1 2cosz
z

 
1 2cosm
mz m

z
 

2 2 2 2
1 2 1 2 1 2| | | z z | 2(| z | | z | )z z    

az az c  0a  c


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1. (1)  ；(2) 提示： 对应的复数有里两个： . 

2. (注意三角形式的表示方式) 

3. 证明过程略. 

 

第二章 解析函数 

 重要知识点提要 

解析函数的定义、柯西-黎曼（C-R）条件、调和函数的概念、初等单值函数、初

等多值函数 

 典型例题 

1. 判断下列函数何处可导? 何处解析? 如果可导，并求其导数. 

(1) ；       (2) ； 

解：(1) ，令 ，于是： 

 

上述四个偏导数连续，当且仅当 时 C-R 条件满足 . 所以

只在 处可导，在其余点均不可导，从而在全平面内不解析. 

在 处的导数为： 

 

 (2) 令 ，于是： 

 

上述四个偏导数连续，当且仅当 ，即 时 C-R 条件满足，

因此 在直线 上可导，在这些点上的导数为： 

2

2

ni 

i 1
2 (1 )

2
z i  2

2 (1 )
2

z i  

7
12

i
e



( ) Imf z z z 3 3( ) 2 3f z x i y 

2( ) Imf z z z xy iy   2( , ) , ( , )u x y xy v x y y 

, , 0, 2x y x yu y u x v v y   

0, 0x y 

( ) Imf z z z 0z 

0z 

0

(z) 0
z

u vf i
x x 

        

3 3( , ) 2 , ( , ) 3u x y x v x y y 

2 26 , 0, 0, 9x y x yu x u v v y   

2 26 9x y
6

3
y x 

3 3( ) 2 3f z x i y 
6

3
y x 
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但是两条直线上的任意一点在其领域内都不能处处可导，所以 在全平面

上不解析 

 

2. 设解析函数 ，若已知下列条件，求出 . 

(1) ；  (2) . 

解：(1) 方法一 因为 解析，所以 均可为微，由 C-R 条件可得： 

 

 所以 ，这里 为任意实常数，于是 的表达式为： 

 

   方法二 用线积分的方法： 

 

 因积分与路径无关，取最简单的路径： ，于是有： 

 

 最后也可求出来  

   方法三 不直接求出 . 根据 ，可以类比得到： 

 

2 2

6
3

(z) 6 ( 9 )
y x

u vf i x y
x x 

         

( )f z

( ) ( , ) ( , )f z u x y iv x y  ( )f z

( , ) sinyu x y e x 2 2( , ) ( , ) 2u x y v x y x y xy   

( )f z ( , )u x y ( , )v x y

sin cos ( cos )y y yv v u udv dx dy dx dy e xdx e xdy d e x
x y y x

   
        

   

( , ) cosyv x y e x C  C ( )f z

( ) sin ( cos ) (cos sin )y y y izf z e x i e x C ie x i x iC ie iC       

0 0

( , )

( , )
( , y)

x y

x y

u uv x dx dy C
y x

  
      



(0,0) ( ,0) ( , )x x y 

 
00 0

( , ) sin cos cos
x yy y y

y
v x y e x dx e xdy C e x C


      

( ) izf z ie iC 

( , )v x y 2

2

z zxz x iy
z zz x iy y

i

        


( ) ( )
( ) 2
( ) ( ) ( )

2

f z f zuf z u iv

f z u iv f z f zv
i

 
   

    
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 因为  

 所以  

 (2) 由题意 ，不妨设： 

(构造有 的项) 

因为 解析，所以 也解析，从而可以通过 的实

部 来求的虚部 ： 

 

由 C-R 条件： ，解得  

所以  

从而  

 

3. 计算  

解：设 ，则 可以看成是方程 的根，对该方程进行变形，

上 述 方 程 两 边 同 时 乘 以 ， 有 ， 所 以

，根据方程还可以得到：

，所以  

 

4. 设 ，求 的值，使得 为一调和函数，并找到一个函数

( ) ( )
2 2 2 21( , ) sin sin [ ]

2 2
1 ( ) ( )
2 2 2

z z z z i iz z z zy i

iz iz
iz iz iz iz

z zu x y e x e e e e
i

i ie iee e e e
i

 
   

 
 


   


    

( ) izf z ie iC 

2 2( , ) ( , ) 2u x y v x y x y xy   

( ) U( , ) V( , ) ( ) ( ) (1 ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

F z x y i x y f z if z i f z
u iv i u iv u v i v u
     

        u v

( )f z ( , ) (1 ) ( )F x y i f z  ( , )F x y

2 2U( , ) ( , ) ( , ) 2x y u x y v x y x y xy     V( , )x y

2V UV( , ) ( ) ( ) (2 2 ) ( ) 2 ( )x y dx y dx y x y dx y xy x y
x y

    
          

   
V U 2 ( ) 2 2x y x y
y x

      
 

2( )y y C   

2 2 2 2 2 2( ) 2 (2 ) ( )F z x y xy i xy x y C z i z C         

21( ) ( ) ( 1 )
1

f z F z iz i C
i

    


2021
1+ 3 __________ .

2
i 

  
 

1+ 3
2

i   2 1 0   

1  3 31 0 1     

   
2021

673 6732021 3 2 2 21+ 3 1
2

i     
 

         
 

2 1   2021 2 1 31
2

i   
    

( , ) sinpxv x y e y p ( , )v x y
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，使 为解析函数. 

解：满足拉普拉斯方程的函数称为调和函数，即： ，

解得 。 

 当 时，有 ，由 ，以及 C-R 条件， 

 

 所以 ，故  

(请读者自行完成 时的求解过程) 

 

5. 设 在 D 内解析，证明：  

证明：令 ，则： 

 

而 ，即  

又因为 均为调和函数，满足拉普拉斯方程，即  

联立以上各式可得：  

 

 习题二 

1. 函数 在 的极限为______. 

A.0  B.不存在  C.   D.  

2. 下列哪个函数只在 可导______. 

A.      B.  

C.         D.  

( , )u x y ( ) ( , ) i ( , )f z u x y v x y 

2 2
2

2 2 sin ( 1)pxv v e y p
x y

 
  

 

1p  

1p  ( , ) sinxv x y e y sin , cosx x
x yv e y v e y 

cos sin ( cos )x x x
x x y y xdu u dx u dy v dx v dy e ydx e ydy d e y      

( , ) cosxu x y e y C  ( ) cos sinx x zf z e y ie y C e C    

1p  

( ) ( , ) i ( , )f z u x y v x y  2 2| ( ) | 4 | ( ) |f z f z 

2 2 2( , ) | ( ) | ( , ) ( , )G x y f z u x y v x y  

2 22 22 2 2 2 2 2
2

2 2 2 2 2 2| ( ) | 2G G u v u v u u v vf z u u v v
x y x x y y x y x y

                                                  

( ) u v v uf z i i
x x y y

       
   

2 22 2
2| ( ) | u v u vf z

x x y y
                             

( , ), ( , )u x y v x y 0u v   

2 2| ( ) | 4 | ( ) |f z f z 

1( ) ( )
2

z zf z
i z z

  0z 

4i 4i

0z 

2( ) 2 ( )x y i x y   | |z

Rez z 2 33 2x iy
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3. 的导数为_______. 

4. 已知 ，则  

5. 证明：若函数 在 内解析，且 也在 内解析，则函数 在 内为

一常数. 

6. 证明极坐标系下的参数方程： ，并利用此结论，在已知

解析，虚部为 时，求出实部 . 

 

答案： 

1. B（可以把 写成指数形式；也可以利用 进行变形） 

2. C  

3.  

4.  

5. 证明略（提示： 、 均满足 C-R 条件） 

6. 证明略，  

  

( ) sin cosh cos sinhf z x y i x y 

( , ) ( sin cos )xv x y e x x y y  ( ) ________.f z 

( )f z D ( )f z D ( )f z D

1 ,u v u vr
r r r 

   
  

   

( )f z  2 2v x x y    u

z 2 2 2| z |zz x y  

cos z

( ) zf z ze C  

( )f z ( )f z

2 2( , )u x y x x y C    
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第三章 柯西定理  柯西积分 

 重要知识点提要 

复变积分的概念及性质、柯西积分定理及复围线上的推广、柯西积分公式、解析

函数的无限次可微性、整函数、莫雷拉定理 

 典型例题 

1. 试证： ， 以 为圆心， 为半径的圆周. 

证明： 

方法一：利用参数方程进行转换 

设 的参数方程为 ，则 ，于是： 

 

当 时，有： 

 

方法二：利用复围线上的柯西积分定理 

 

如上图所示，以 为圆心作圆周 ，使 包含在 内，有复围线上的柯西积分

定理，有： ， 然后在利用方法一的参数方程转换证明。 

 

2. 计算积分 ，其路径分别为： 

(1) 的直线段；(2) 的折线段；(3) 的折线段. 

解：(1) C 可表示为： ，所以 ，于是： 

2 , ( 1)
0, ( 1 )( )nC

i ndz
n nz a

 
   

 且 为整数
:C a 

:C itz a e  itdz i e dt

2 2

0 0
2

it

itC

dz i e dt i dt i
z a e

  


  
  

1n n 且 为整数

2 2 2( 1)
1 10 0 0

[ cos( 1) sin( 1) ] 0
( )

it
i n t

n n int n nC

dz i e dt i ie dt n tdt i n tdt
z a e

  
  

 
       

   

a 1C 1C C

1( ) ( )n nC C

dz dz
z a z a


   

Re
C

zdz
0 1 i  0 1i i   0 1 1 i  

(1 ) (0 1)z i t t    Re , (1 )z t dz i dt  
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(2) 可将 C 分为两段： ，于是： 

 

(3) 可将 C 分为两段： ，于是： 

 

注：通过本例题可知；积分路径不同，积分值可以不同，这是因为 不解析. 

 

3. 计算 ，此处 是圆周 （如下图）. 

 

解：令 ，得 ，在 内， 均为奇点. 分别以 为

圆心，以充分小的 为半径做两个圆周 ，由复围线上的柯西积分定理得： 

 

其中 

 

 

所以 

 

 

4. 计算 ，其中 为： . 

1 1

0 0

1Re (1 ) (1 )
2C

izdz t i dt i tdt 
      

1 2: (0 1) : (0 1)C z it t C z t i t      ,

1 2

1 1

0 0

1Re Re Re 0
2C C C

zdz zdz zdz dt tdt       

1 2: (0 1) : 1 (0 1)C z t t C z it t      ,

1 2

1 1

0 0

1Re Re Re 1
2C C C

zdz zdz zdz tdt idt i         
Re z

2 1C

dz
z  C | | 2z 

2 1 0z   1 22, 2z z   | | 2z  1 2,z z 1 2,z z

 1 2,C C

1 2
2 2 21 1 1C C C

dz dz dz
z z z

 
      

1 1 1
2

1 1( ) (2 0)
1 2 1 1 2C C C

dz dz dz i i
z z z

     
      

2 2 2
2

1 1( ) (0 2 )
1 2 1 1 2C C C

dz dz dz i i
z z z

      
      

1 2
2 2 2 0

1 1 1C C C

dz dz dz i i
z z z

     
      

2(9 )( )C

z dz
z z i  C | | 2z 
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解：在区域 内，被积函数的奇点为： ，所以有： 

 

 

5. 计算积分 ，其中 为 确定的区域. 

解：在 内， 为奇点，分别以

为圆心，以充分小的 为半径作圆周 ，

如图所示，由复围线上的柯西积分定理及柯西积分

公式，有： 

 

 

6. 由积分 之值证明 ，其中 为单位圆周. 

证明：在 内，被积函数处处解析，由柯西积分定理：  

通过观察可知，要将对 的积分转换为对 的积分，需要用到复数的三角形式 

由题可令 ，所以有： ，对比

可知分母不含有虚部，因此通过共轭的方式把分母中的虚部消去，故有： 

 

从而 ，证毕. 

 

| | 2z  z i 

2

2 2
9 2

(9 )( ) ( ) 9 5C C
z i

z
z zzdz dz i

z z i z i z




           

2 2( 1)

z

C

eI dz
z


 C | | ( 1)z a a 

| | ( 1)z a a  1z  

1z    1 2,C C

1 2

2 2

2 2 2 2

2 2

( ) ( )
( 1) ( ) ( )

2 2
( ) ( )

(1 ) (1 ) 2 sin(1 )
2 2 4

z z z

C C C

z z

z i z i

i i

e e z i e z iI dz dz dz
z z i z i

e ei i
z i z i

i e i e i

 

  

 



 
  

  

    
        

     

    

2C

dz
z  0

1 2cos 0
5 4cos

 





 C

| | 1z  0
2C

dz
z




z 

cos siniz e i    
sin cos

2 cos 2 sinC

dz i d
z i





  
 

 


   

0

( sin cos )(cos 2 sin ) 2sin (1 2cos )
(cos 2 sin )(cos 2 sin ) 5 4cos

sin 1 2cos 1 2cos2 0 2 0
5 4cos 5 4cos 5 4cos

i i id d
i i

d i d i d

 

 

  

 

      
    

    
  

 

 

      


    
 

     
  

 

  

0

1 2cos 0
5 4cos

 






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7. 设 为圆周 ，求 . 

解：令 ，则 

 

故 ，从而  

 

 习题三 

1. 计算 ，其中 为：(1) ； (2) . 

2. 计算 ，其中 为原点沿 右半圆周到点 的曲线. 

3. 计算下列积分的值. 

(1) ；     (2) ； 

(3) ; 

(4)  

4. 求积分 ，从而证明 . 

答案： 

1. 

2.  

3.(1) 1；(2) ；(3) ；(4)  

4.略 

 

 

第四章 解析函数的幂级数表示 

 重要知识点提要 

C
2

2 2 3 7 13, ( )
C

x y f z d
z

  

 

  
 (1 )f i 

( )( )
2
f zF z

i


2
2

2

( ) 1! 3 7 1( ) 3 7 1 6 7
2 2 ( ) zC

f zF z d z
i i z 

    
   

           

( ) 2 (6 7)f z i z   (1 ) 2 ( 6 13 )f i i    

2

2 1
C

zI dz
z z




 C 1| 3 |
2

z  
2

2 1
4
x y 

sin
C

I z zdz  C 1| |
2 2
iz   i

| | 4

1 cos
2 z

zdz
i z  | | 4

3 1
( 1)( 3)z

z dz
z z


 

3

sinz ( )
( )C

dz C i
z i 为任一包含 的简单正向闭曲线

5

cos :| | 1
( 1)C

z dz C z r
z


 



( :| z | 1)
z

C

e dz C
z

 cos

0
cos(sin )e d

    

1ie

6 i 1( )
2

e e  [sin1 cos1]i 
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数项级数和函数项级数及其基本性质、幂级数的泰勒展开及其性质、解析函

数的幂级数表示（泰勒展开式）和洛朗级数展开式、解析函数的零点与阶、

孤立奇点的分类及判定 

 典型例题 

1. 求 在 处的泰勒展开式. 

解：根据泰勒定理，有  

 对 ，在 处的泰勒系数为： ，所以有 

 

 因为 ，所以 

 

 

 

2. 求多值函数 的各个分支在点 的泰勒展开式. 

解：多值函数 的支点为 ，于是沿负实轴从 割

破 ， 得 到 无 穷 多 个 单 值 解 析 函 数 分 支 ：

 

 其中 代表主值支： 

 

 

无论哪个分支，与 最近的奇点都是 ，因此展开式的收敛圆都是

，而在 内有： ，逐项求积分得： 

,sin ,cosze z z 0z 

( )

1
0

1 ( ) ( )( ) ( ) ,
2 ( ) !

n
n

n n n
n

f f af z c z a c d
i a n

 
 






   
 

ze 0z 
( ) (0) 1

! !

nf
n n



2 3

1 + , (| | )
2! 3! !

n
z z z ze z z

n
        

cos ,sin
2 2

iz iz iz ize e e ez z
i

  
 

2

0 0 0

1 ( ) ( ) ( 1)cos , (| | )
2 ! ! (2 )!

n n k k

n n k

iz iz zz z
n n k

  

  

  
     

 
  

2 1

0 0 0

1 ( ) ( ) ( 1)sin , (| | )
2 ! ! (2 1)!

n n k k

n n k

iz iz zz z
i n n k

  

  

  
       

  

( ) Ln(1 z)f z   0z 

( ) Ln(1 z)f z   1z   和 1z   到

( ) ln(1 z) 2 , ( 0, 1, 2, 3,...)kf z k i k      

ln(1 z)

ln(1 z) ln |1 z | arg(1 z), arg(1 z)i          

0z  1z  

| | 1z  | | 1z 
0 0

0
ln(1 ) ( 1)

1
z z n n

n

dz d  






   
  
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从而 ，故各支的展开式可表示为； 

 

 

3. 已知函数 在 内解析，求其泰勒展开式. 

解：根据常见函数的泰勒展开式，有： 

 

 

 两收敛级数相乘，可由对角线法则进行计算： 

 
 写出展开相乘后的展开式为： 

  

 

4. 将 在 内分别展开成洛朗级数. 

解：(1) 在 内，在此圆内，自然 ，为了利用几何级数公式，先将  

的表达式做一个简单的调整： ，这样，都

1

0 0
0 0 0
( 1) ( 1) ( 1)

1

nz zn n n n n

n n n

zd d
n

   
  

  

    
   

1

1
ln(1 ) ( 1) (| | 1)

n
n

n

zz z
n






   

1

1
( ) ( 1) 2 , ( 0, 1, 2, 3,...)

n
n

k
n

zf z k i k
n








      

1

ze
z

| | 1z 

2 3

1 + , (| | )
2! 3! !

n
z z z ze z z

n
        

2 31 1 , (| z | 1)
1

nz z z z
z

       


 

2 3

0 0

1 1 1 1 1 1 11 (1 ) (1 ) (1 ) ( ) ,| | 1
1 1! 1! 2! 1! 2! 3! !

z n
n

n m

e z z z z z
z m



 

            
  

1( )
( 1)( 2)

f z
z z


 

0 | | 1,1 | | 2,2 | |z z z      

| | 1z  | | 2z  ( )f z

1 1 1 1 1( )
2 1 1 2 1

2

f z
zz z z

   
     

 
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满足几何级数展开的条件，于是有： 

 

(2) 在 内，有 ， ，于是： 

 

(3) 在 内，有 ，于是有： 

 

注：在指定的环域进行展开，根据条件（不等式），转换成可以用几何级数展开

的形式 

 

5. 指出下列函数在 零点的阶. 

(1) ;   (2) . 

解：(1)（解法一）采用求导法，令 ，则： 

； 

 

； 

 

根据定义，可知 为 的 4 阶零点 

 （解法二）利用泰勒级数展开： 

 

1
0 0 0

1 1 1 1 1( ) 1
1 2 2 2 21

2

n
n n

n n
n n n

zf z z z
zz

  


  

            
 

  

1 | | 2z  1 | |1, 1
| | 2

z
z

 
1 1 1 1( )

12 1 1
2

f z
z z

z

  
       
   

1 1
0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1( )
12 2 2 21 1

2

n n

n n n n
n n n n

z zf z
z z z z z

z

   

 
   

        
       
   

   

2 | |z   1 2 1
| | | |z z

 

1 1 1
0 0 0 0 0
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
      

       
   

    

0z 
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 所以  

 其中 且  

根据定义，可知 为 的 4 阶零点 

(2) 对于高次幂，采用求导法显然十分麻烦，故采用泰勒展开法 

 

 

 其中 且  

根据定义，可知 为 的 15 阶零点 

注：对于求零点阶数，有以下简便的判断方法： 

 设 是 的 阶零点，同时也是 的 阶零点，有如下结论： 

 (1) 是 的 零点； 

 (2) 如果 ， 为 的 阶零点； 

 (3) 如果 ，则需要回到零点的定义继续求解； 

 (4) 复合函数零点的阶：设 均为解析函数，则 为为复合 

 函数 的 阶零点 

 

6. 判断下列函数的奇点类型，如果是极点，请指出阶数. 

(1) ;   (2)  

解：(1)令 ，解得  

 而 ，并注意到当 ，有 ，所以： 

    2
6 2 2

2 4 41 | |
2! !

n
z z zz e z z z z

n




         
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 为函数的 2 阶极点， 为函数的 1 阶极点. 

 (2) 令 ，解得 ，而 ，所以 

 均为函数的 1 阶极点. 

 

 习题四 

1. 函数 在 处的幂级数展开为________. 

2. 设 为单位圆周 内包围原点的任意一条正向简单闭曲线，则

 

3. 已 知 幂 级 数 在 处 收 敛 ， 则 该 幂 级 数 在 处

_______.(“收敛”或“发散”) 

4. 在 处的泰勒展开为______，在 处的泰勒展开为______. 

5. 判断下列奇点的类型，如果是极点，则指出阶数. 

(1) ; (2) ; (3) ; (4) ; 

(5) ;  (6)  

 

答案： 

1.    2.   3. 收敛 

4. ;  

5. (1) 为 1 阶极点； 分别为 2 阶极点. 

(2) 为 2 阶极点. 
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(3) 为 2 阶极点； 为 1 阶极点 

(4) 为可去奇点. 

(5) 为本性奇点. 

(6) 为 3 阶极点. 

  

1z  1z  

0z 

1z 

0z 
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第五章 留数及其应用 

 重要知识点提要 

留数的定义、留数定理、留数的求法、无穷远点的留数、利用留数计算实数

积分（ 、积分路径上无奇点、有奇点） 

 典型例题 

1. 计算下列积分的值. 

(1) ;  (2) ;  (3)  

(4) . 

解：(1) 在 内有两个一阶极点 ，故： 

 

 

 由留数定理：  

 (2) ，以 为 1 阶极点 

 而 ，由留数定理： 

 

 (3) 在 内 为 1 阶极点，从而  

 由留数定理，  

 (4) 令 ，得奇点 共七个 

如果直接计算将十分麻烦，注意到 也为奇点，根据定理，有： 

 cos ,sinR dx 

2| | 2

1
1z
dz

z   
| |

tan
z n

zdz n
 为整数

 3| | 1
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1z z

z z dz
e 
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   
15

2 3| | 4 2 41 2z

z dz
z z  
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| | 2z  ,z i z i  
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s f z i z i f z
z i i
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 下面来求 处的留数 

 令 ，则 ， ，从而有 

（ 转换为求 ） 

 （可以理解为进行倒代换后，转换成求 处的留数） 

 ， 为 1 阶极点，从而 

 

 故  

 

注：第(2)问用到的推论： 

 若 在 点解析且满足 ，则 

 

2. 计算下列积分. 

(1) ; 

(2) ; 

(3) . 

解：(1) 令 ，则 ，原式可化为： 

 

   
1
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n

k
k

s f z z s f z

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因 的分母有两个一阶零点： 

 

又因 且 ，故只有 在单位圆周内，即 只有一个一阶

极点 ，其留数为 

 

再根据留数定理得 

 

(2) 令 ，则 ，原式可化为：  

因为 ，所以在单位圆内，只有 一个一阶极点，其留数为： 

 

根据留数定理：  

 (3) 令 ， ，则有： 

 

 亦即 ，可知 0 为 阶极点，函数在 0 处的留数为： 

 

 从而 ，比较 表达式两边的实部与虚部，可知  

 

3. 计算下列积分. 
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(1) ; (2) ;  (3)  

(4)  

解：(1) 先写出被积函数的复变函数形式： ，令 ，在上

半平面内， 有两个一阶极点 ，两点处的留数为： 

 

 再根据留数定理，有： 

 

 (2) 被积函数的类型为 ，且 为偶函数，满

足 ，故： 

 

 对于 ，其在上半平面有一个 1 阶极点 ，所以 

 

 从而  

(3) 被积函数的类型为 ，且 为奇函数，

满足 ，故： 

 

对于 ，其在上半平面有一个 2 阶极点 ，所以 
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(4) 根据定理：  

令 ，在上半平面内，得 1 阶极点 ，于是： 

 

 所以  

 

 习题五 

1. 计算下列积分的值. 

(1)      (2)  

(3)    (4)  

2. 计算下列积分的值 

(1) ;  (2) ; (3)  

 

答案 

1.(1) ; (2) 0; (3) ; (4)  

2.(1) ; (2) ; (3)  

第六章  保形变换 

 重要知识点提要 

单叶变换、 与 的几何意义、常见的简单的保形变换、分

式线性变换及其性质（保交比性） 

 习题六 

1. 求下列分式线性变换在所给点的旋转角. 

   
+

Im 0
2 Re e , z

k

imx imz
k

z
f x e dx i s f z






   

  2 0
2 10
zf z

z z
 

 
1+3z i

     
  3

21 3
1 3

1 3
Re e ,1 3 lim 1 3
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(1) 在点 处 ； 

(2) 在点 处 . 

2. 已知三对对应点，求出相应的分式线性变换表达式. 

(1) ； 

(2) ； 

(3) ； 

(4) . 

3. 若一光滑曲线在过 处的切线与 轴正向的夹角是 , 则经过变换

后其像曲线在 处与 轴正向的夹角是_______. 

 

答案： 

1. (1) ；(2)  

2.(1) ；(2) ； (3)  ；(4)  

3.  

  

i z aw e
z a

 



a  , 0a c bi b  

1
i z aw e

az
 




a  | | 1a 

2 1, , 2 1i i    

1 , 1, 1 0i     

0, ,0i i    

0,0 1,1    

1 i x
6
 2w z

 21 i u

2
  

6
3 2
izw
z i


 


1 1
1 1

i zw
i z

 


 
1w

z



1
1

w
z





5
12

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Part II 数学物理方程 

对高数中二阶线性微分方程知识点的一个简单回顾 

1. 关于二阶线性常系数齐次微分方程的解的形式 

 

 特征方程： ，其特征根为 ，那么： 

(1) 当 且均为实数时，通解为 ； 

(2) 当 且均为实数时，通解为 ； 

(3) 当 时，通解为 . 

2. 关于二阶线性常系数非齐次微分方程的解的给出 

 

因为满足线性关系，满足解的叠加原理： 

非齐次通解=齐次通解+非齐次特解 

对于齐次方程的通解上面已给出结论，记为 ，设特解为 . 一般根据

的形式，相应的设出特解的形式： 

(1) 型 

设特解为  

① 不是对应的齐次方程的根， ； 

② 是对应的齐次方程的单根， ； 

③ 是对应的齐次方程的二重根， . 

(2) 型 

设特解为  

① 不是对应的齐次方程的根， ； 

② 是对应的齐次方程的单根， ； 

 0 , 0y py qy p q const     

2 0p q   
1 2, 

1 2  1 2
1 2

x xy C e C e  

1 2     1 2
xy C C x e 

1 2, i      1 2cos sinxy e C x C x   

  , 0y py qy f x p q const     

y *y  f x

    x
nf x P x e

 * k x
ny x Q x e

 0k 

 1k 

 2k 

     cos sinx
l nf x e P x x Q x x     

          1 2* cos sin max ,k x
m my x e R x x R x x m l n      

i  0k 

i  1k 
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3. 关于二阶线性变系数非齐次微分方程的解的给出——常数变易法 

已知二阶微分方程：  

设其对应的齐次方程具有 形式的通解，采用常数变易法，

将 ，得非齐次方程的一个特解形式为： 

 

 于是  

 继续求导会使项数增多，为了简化处理，令  

 从而  

 代入原方程整理后可得： 

 

 因为 满足对应的齐次方程，所以，最后的约束方程组为： 

 

 从而解得  

    

 再通过积分，结合相关初始条件，可以确定  

 

4. 二阶线性偏微分方程的一般形式 

 

(1) 特征方程：  

          ,Q 0y P x y Q x y f x P x x    

   1 1 2 2y C y x C y x 

   1 1 2 2,C C x C C x 

       *
1 1 2 2y C x y x C x y x 

                 *
1 1 2 2 1 1 2 2y C x y x C x y x C x y x C x y x       

       1 1 2 2 0C x y x C x y x  

                 *
1 1 2 2 1 1 2 2y C x y x C x y x C x y x C x y x         

                             1 1 1 1 2 2 2 2 1 1 2 2C x y x P x y x y x C x y x P x y x y x C x y x C x y x f x                    

   1 2,y x y x

       
         

1 1 2 2

1 1 2 2

0C x y x C x y x

C x y x C x y x f x

  
     

 

 
   
   
   

   
       

2

2 2
1

1 2 1 21 2

1 2

0 y x
f x y x y x f x

C t
y x y x y x y xy x y x

y x y x

 
  

 
 

     
 

   
       

1 1 1
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2 1 2 1 2

C x y x y x f x
C t

y x y x y x y x y x


   
 

   1 2,C x C x

11 12 22 1 22 0xx xy yy x ya u a u a u b u b u cu f      

2

11 12 222 0dy dya a a
dx dx

     
 
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(2) 判别式：  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2
12 11 22

0,
0,
0,

a a a


   


双曲型方程

抛物型方程

椭圆形方程
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一、一维波动方程的初边值问题 

1. 类型一：无外力，齐次边界条件下的初值问题 

 

由物理中波函数的表达式 ， 

设一维波动方程的解的形式为： 

 

代入原方程，有 ，关于不同的自变量的微分相等，只能为常

数，令 ，结合初始条件，得到方程 

 

上述方程中 称为特征值，求解特征值和特征函数的问题称为特征值问题，

我们需要找到这个常微分方程的非平凡解. 

上述方程的特征方程：  

① 当 时， ，于是通解为 ，代入边值

条件， ，由 ，知 ，

方程只有平凡解，不满足我们的要求； 

② 当 时， ，于是通解为 ，易求 ，方程

也只有平凡解； 

③ 当 时， ，于是通解为 ，代入

初始条件，解得 ，因为 ，所以应该有

   
       

 

2

0, 0, , 0 0 , 0

,0 , ,0

tt xx

t

u a u
u t u l t x l t

u x x u x x 

 


    
  

 i x t ix ty ae ae e     

     ,u x t X x T t

 
 

 
 2

X x T t
X x a T t

 


 
 

 
 2

X x T t
X x a T t


 

  

   
   

0

0 0, 0

X x X x

X X l

  


 



2 0  

0        1 2
x xX x C e C e    

 
 

1 2

1 2

0 0

0l l

X C C

X l C e C e   

   


  

1 1
0

l le e   
 1 2 0C C 

0  0    1 2X x C C x  1 2 0C C 

0  i     1 2cos sinX x C x C x  

1 20, sin 0C C l    0X x 
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，于是 ，相应的特征

函数为：  

对于每一个特征值 ，对应  

其解为：  

从而  

于是  

在由初始条件： 

 

利用三角函数系的正交性，解得系数分别为： 

 

▲ 这类初值问题的特征解与特征函数为： 

        

2 0,sin 0C l   1,2,3,...k
kl k k
l
        

 

  sin sink k k
kX x D x D x
l
 

k        
2

2 0k k k k k
k aT t a T t T t T t

l
       

 

  cos sink k k
k a k aT t A t B t

l l
 

 

     , cos sin sink k k k k
k a k a ku x t X x T t A t B t x

l l l
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 
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1 1
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k k
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2. 类型二：仅有外力作用，初边值条件均为 0 

 

采用齐次化原理，引入如下方程： 

 

  

 再令 ，则上述方程变为： 

 

 这样，这个方程就变成类型一，直接套用公式，得： 

；  

 从而  

 于是方程的解为：  

 

3. 类型三：无外力的非齐次边界条件 
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 采用构造法——构造齐次边界条件 

 令 ，使得 ，  

再令 ，有则上述方程可化为： 

  

可转换为类型一和二当中的形式继续求解（上述公式不需要死记硬背，

了解这种替换的方法，到时候结合具体方程求解） 

 

4. 类型四：外力作用下的齐次边界条件 

 

对于这类问题，有两种思路：第一种，采用解的叠加原理，把上述方程

拆分为无外力齐次边界条件得初值问题和仅有外力作用的齐次边界条件初

值问题；第二种，采用常数变易法求解的二阶线性非齐次方程，下面介绍第

二种方法.  

 上述方程解的形式为  

且 ，上述方程可

化为： 

       
   

 

2

1 20, , , 0 , 0

,0 0, ,0 0

tt xx

t

u a u
u t t u l t t x l t

u x u x

 

 


    
  

       1 2 1, xv x t t t t
l

              1 20, , ,v t t v l t t  

u v  

     

   

       

       

 

2
1 2 1

1 2 1

1 2 1

0, 0, , 0
0 , 0

,0 0 0 0

,0 0 0 0

tt xx

t

xa t t t
l

t l t
x l txx

l
xx
l

    

 

   

   

        


    
      


        

 
   
       

 

2 ,

0, 0, , 0 0 , 0

,0 , ,0

tt xx

t

u a u f x t

u t u l t x l t

u x x u x x 

  


    
  

   
1

, sink
k

k xu x t T t
l




 

       
0

1

2, sin , sin
l

k k
k

k x k xf x t f t f t f x t dx
l l l
 



   
 

 



2021 学年大气二班·数学物理方法复习资料

35

 

亦即  

对应的齐次方程对应的通解为  

采用常数变易法，有  

其中 由以下方程组确定： 

 

解得  

于是 ，代入原方程中，得 为： 

 

 再由初始条件： 

 

 而 ，令 ，则  

 于是，原方程的解为： 

 

 

5. 无界弦振动初值问题——达朗贝尔解（行波法） 
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做变量替换： ，原方程可化为： ，分别对 求积分，可

以得到方程解的一般形式： ，结合初始条件，有： 

 

从而解得 ，将相应的 换成 ，得： 

 

▲ 需要注意的是， 本身也满足波动方程，此外，它们的一阶

偏导数还满足  

▲ 由解的形式可以知道， 应该满足：  

▲ 无界受迫振动的解为： 

 

 

6. 半无界弦自由振动的初值问题——延拓法 

 

 把问题延拓到 上，考虑如下的定解问题： 

 

 该问题的达朗贝尔解为： 
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此 时 、 均 为 分 段 函 数 ， 在 上 ，

， 实际上就是 ；下面需要找到在

上 的表达式. 

考虑在端点处（ 处） ，那么当 均为奇函数时，

可以使 ，于是： 

 

下面来求解 ——对于 的解在 上讨论 

时， ，此即为达朗贝

尔解； 

时，  

通过图像来理解这个分段解： 

 

 

 典型例题 

1. 求解混合问题： . 

解：本题为非齐次边界条件，先构造齐次边界条件： 
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 令 ， ，上述方程可化为： 

 

 于是，方程的特征值与特征函数为：  

 方程的解为：  

 将初始条件代入，有： ，所以  

 而 ，故  

 于是  

 从而原方程的解为：  

 

2. 求下列阻尼波动问题的混合问题 

 

解：设原方程的解的形式为 ，代入原方程有： 

 

 根据边界条件， ，从而  
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 该特征问题的特征值与特征函数为： 

 

 而 ，这是一个二阶常系数齐次微分方程 

 其特征方程为 ，由求根公式，解得 

 

 由已知条件 ，故  

 令 ，可得 的解为： 

 

 故原混合问题的解函数为： 

 

 根据初始条件，有： 

 

 解得 

 

 故原方程的解为：  
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 其中 均已给出 

 

3. 求解下列混合问题. 

 

解：做函数变换 ，其中 为待定函数，则上述方程化为： 

 

 令 ，解得 ，从而原混合问题转化为： 

 

 其特征解和特征函数为：  

 设其解的形式为  

 由初始条件： 

 

 解得  
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 所以  

 从而  

注：构造法的巧妙应用 

 

4. 求解混合问题. 

 

解：本题的边界条件为非齐次，先将边界进行齐次化，令： 

 

 原混合问题可化为： 

 

 易知此方程的解为 ，所以  

 

5. 求解初值问题. 

 

解：泛定方程的特征方程的为：  

 故其特征线满足方程 ，特征线为  

 做变换 ，原方程可化为 ，从而方程的通解为： 
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 由初始条件： ，解得：  

 于是原方程的解为：  

 

6. 求初值问题 

 

解：把 关于 奇延拓到 ，有： 

 

 根据达朗贝尔公式，新定解问题的解为： 

 

 限制在 上，可得到原定解问题的解为： 

 

 

7. 求初值问题 
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解：  

由公式： 

 

 可得该初值问题的解为： 

 

 

5. 牛刀小试 

1. 求混合问题的解. 

 

答案：  

2. 求解初值问题 

 

答案：  
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二、一维热传导问题的初边值问题 

推导用到的定理：散度定理  

热传导问题的一般形式： 

 

这样，我们同一维波动方程一样，利用线性叠加原理，把它拆成三个问题： 

 

对于初边值问题 ，采用齐次化原理；对于初边值问题 ，采用构造齐次

边界的方法，主要解决的问题是初边值问题 . 

1. 类型一：无热源的齐次边界初值问题 

 

同一维波动方程一样，设一维热传导方程的解的形式为： 

 

代入原方程，有 ，关于不同的自变量的微分相等，只能为常

数，令 ，结合初始条件，得到方程 

 

于是特征值与特征函数为：   
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对于每一个特征值 ，对应  

其解为：  

 于是混合问题的解为：  

 根据初始条件， ，得  

 

2. 无热源、无限长热传导问题（傅里叶积分法） 

 

▲ 傅里叶积分 

设 在 上有定义，且在有限区间 上分段光滑，则 可

以展开成傅里叶级数： 

 

其中， ，将其代入上述展开式中得到： 

 

现在设 绝对可积，即  

对(*)式取极限，有  

令 ，则 ，于是上式可化为： 
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即 ，写成复数形式，有： 

 

 令 （ 傅 里 叶 积 分 系 数 ） ， 则

 

 

设一维热传导方程的解的形式为： 

 

 于是 ，方程的特征方程：  

① 当 时， ，于是通解为 ，当

时，有杆越长，温度越高的结论，显然这不可能； 

② 当 时， ，于是通解为 ，情况同上； 

③ 当 时， ，于是通解为： ，

写成复数形式，有  

令 ，则  

 于是特征值和特征函数为： ，易求  

 从而  

 所以  

根据初始条件 ，故： 

     1 cos
2

f x d f x d    


 

 
  

     1
2

i xf x d f e d   


   

 
  

   1
2

iC f e d  


 


 

   1
2

i xf x C e d 





 

     ,u x t X x T t

    0X x X x   2 0  

0        1 2
x xX x C e C e     x  

0  0    1 2X x C C x 

0  i     1 2cos sinX x C x C x  

  1 2
i x i xX x C e C e  

 2         i xX x Ce 

 

2

i xX x e





  



 

2 2 2a t a tT t A e A e 
   

      2 2

, a t i xu x t X x T t A e e 
     

    2 2

, , a t i xu x t u x t A e e d 
  

 

 
   

     1,0
2

i x iu x A e x A e d 
    


  

 
    



2021 学年大气二班·数学物理方法复习资料

47

 

 令上述的 ，则  

 上式可继续化简为： 

 

 而 ，所以方程的最终解为： 

 

 

 典型例题 

1. 求解混合问题 . 

解：令 ，原方程可化为：  

 于是特征值与特征函数可写为：  

 由 得  

 故解的形式为：  
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 根据初始条件：  

 从而解得  

 故方程的解为  

 

2. 求解混合问题 . 

解：先构造齐次化边界，令 ，则原混合问题可

化为： 

 

 令 ，原方程可化为：  

 于是特征值与特征函数可写为：  

 由 得  

 故解的形式为：  

 根据初始条件：  

从而解得 
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 故方程的解为 

 

 从而原方程的解为：  

 

6. 牛刀小试 

1. 求下列初值问题的解. 

 

答案：  

2. 一根细杆长为 ，两端温度保持为零度，初始温度分布为 ，

求杆上的温度分布情况. 

答案：  

(如果将条件改为杆的两段是绝热的，结果如何?) 

 

三、（二维）调和方程 

解题方法：分离变量法 

 矩形区域 
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1. 求解  

解：令 ，原方程可化为：  

令  

由 ，得 ，则关于 的方程为： 

 

 其特征值与特征函数为：  

 对于 ，其特征方程为 ，  

 所以可以求得  

 所以  

 由条件 ，可得 ，即  

 再根据 ，得  

 解得  

 故  

 

 牛刀小试 
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1. 求解 . 

答案：  

2. 求解 . 

答案：  

 圆形区域 

1. 求解 . 

解：利用 ，将边值问题转化为极坐标系下的情形 

 

 ，原方程可化为： 

 

 所以 ，且 ，其特征值与特征函数为： 

 

 对于 ，其解为：  

   
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 令 ，可得方程的解为： 

 

 由边值条件 ，可得系数： 

 

 

 牛刀小试 

1. 求解狄利克雷问题 . 

答案：  

2. 求定解问题 . 

答案：  

 

四、Fourier 变换 

重点掌握：定义与性质及其简单应用 

 定义 

在 绝对可积，称 为傅里叶变换，记

为 ， 称 为 傅 里 叶 逆 变 换 ， 记 为

. 其中称 为原像， 为 的像. 

0
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   0

1
, cos sin

2
k

k k
k

Au r A k B k r  




  

     0

1
, cos sin

2
k

k k
k

Au l A k B k l f   




   

   
2 2

0 0

1 1cos , sink kk kA f k d B f k d
l l

 
     

 
  

 
 2

1 1 0
0 1, ,

1, cos

rr ru u u
r r r A const

u A

    
 

         
 

 , cosu r Ar 

   
   

 
2

1 1 0

,0 0, , 0 0 ,0 , 2

,

rr ru u u
r r

u r u r r l

u l f

 

    

 

   


      
 


   
0

1

2, sin , sin
k

k k k
k

k ku r a r a f d
l

 
   

  





  

 f x  ,      ig f e d  
 


 

 f x      1
2

i xf x g e d 


 


 

 1 g      f x  f x    f x



2021 学年大气二班·数学物理方法复习资料

53

 重要性质（以下所给函数傅里叶变换均存在） 

(1) (线性性质)  

(2) (卷积性质)  

(3) (乘积性质)  

(4) (延迟性质)  

(5) (导数性质) ，  

1. 求 的傅里叶变换. 

解：按定义，有 

 

 

（导数定理） 

 

解此一阶微分方程： ，得  

又 ，所以 的傅里叶变换为： 

 

 

2. 利用 Fourier 变换求解 . 

解：令 ，由线性性质和导数性质，原方程可化为： 
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 即 ，其特征方程为： ，解得  

 所以 ，再结合初始条件： 

 

 故  

（利用延迟性质） 

 

再利用线性性质及 ，得 

 

 

五、Laplace 变换 

重点掌握：定义与性质及其简单应用 

 定义 

在 有定义，且满足以下三个条件： 

(1) 当 时， ； 

(2) 当 时， 及 除了有限个第一类间断点外而处处连续； 

(3) 当 时， 至多是指数增长，即 ,使 . 

称 为函数 的拉普拉斯变换，称

为拉普拉斯逆变换，其中 叫做

的原像， 叫做 的像. 

 常见函数的拉普拉斯变换 

2
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(1) ; 

(2) ; 

(3) ； 

 重要性质（以下所给函数拉普拉斯变换均存在） 

(1) (线性性质) ； 

(2) (卷积性质) ； 

(3) (乘积性质) ； 

(4) (延迟性质) ； 

(5) (导数性质) 

 

(6) (不定积分性质) . 

1. 求 的拉普拉斯逆变换. 

解：由 ， ，结合卷积定理，有： 

  

2. 求解 . 

解：对方程两边分别进行拉普拉斯变换，得 
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      

   2 1
1 1 !, ,st st n st

n
ne te t e

p s p s p s 
              

  

   2 2 2 2sin , cos pt t
p p

 
 

 
 

 

       1 2 1 2, ,const f x f x f x f x                     

       1 2 1 2f x f x f x f x              

       1 2 1 2f x f x f x f x              

    pf t f t e          

     
       

             

2

11 2

0

0 0

0 0 0n nn n n

f t p f t f

f t p f t pf f

f t p f t p f p f f  

        
         

          

 

 

 

   
0

t f t
f d

p
 

      




 2 2 2

1
p p 

  2

1t
p

   2 2sin t
p









       1 1 1
2 32 2 2 2 2 0

1 1 1 1 1sin sin
t

t d t t
pp p p

    
  

  
    
                 

  

     
     

   

2

2

0 2, 0 4

x t x t y t t

y t y t x t t

x y

   


   
  



2021 学年大气二班·数学物理方法复习资料

56

 

 即 ，两式分别相加减得： 

 

 解得  

 所以 ，即   

3. 求解 . 

解：由卷积定义，方程可改写为： ，令 ，

对方程两边同时进行拉普拉斯变换，得 ，从而： 

，所以  

 

 牛刀小试 

1. 求解 .             答案：  

2. 求解 .       答案：  
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

              
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3. 求解 .          答案：  

4. 求解 .       答案：  
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2016年春季学期数学物理方法期末考试试卷（A卷）

一、选择题（共 6题, 每题 3分, 共 18分）

1. 已知z =

√
2

2
(1− i), 则z100 + z50 + 1的值是（ ）

A. −i. B. i. C. 1. D. −1.

2. 下列关于复对数函数w = Ln z的说法正确的是（ ）

A. Ln zn = nLn z.

B. Ln z1z2 = Ln z1 + Ln z2.

C. 若z = x为实数, 则Ln z = Lnx = lnx.

D. Ln z
1
n =

1

n
Ln z.

3. 设函数f(z)在区域D内解析, 则与f(z) ≡常数不等价的是（ ）

A. f ′(z) ≡ 0. B. Ref(z) ≡ Imf(z). C. f(z)解析. D. |f(z)| ≡常数.

4. 函数f(z)在单连通区域D内解析是f(z)沿D内任一围线积分为零的（ ）

A. 充分条件. B. 必要条件. C. 充要条件. D. 既非充分也非必要条件.

5. 设幂级数
+∞∑
n=0

anz
n的收敛半径是R > 0, 则该级数（ ）

A. 在|z| ≤ R上收敛. B. 在|z| ≤ R

2
上一致收敛.

C. 在|z| < R上一致收敛. D. 在|z| ≤ R上绝对收敛.

6. 已知f(x)的傅里叶变换F (λ) = F[f(x)] =
∫ +∞

−∞
f(x)e−iλx dx, 则F[f(x) sinλ0x] =（ ）

A.
i

2
[F (λ+ λ0)− F (λ− λ0)]. B.

i

2
[F (λ+ λ0) + F (λ− λ0)].

C.
1

2
[F (λ+ λ0)− F (λ− λ0)]. D.

1

2
[F (λ+ λ0) + F (λ− λ0)].

二、填空题（共 6题, 每题 3分, 共 18分）

1.
∞∑

n=1

zn

3n + (−1)ni
的收敛半径是 .

2.

∫ 1+i

0

(x− y + ix2) dz = , 其中积分路径是从 0到1 + i的直线段.

3.

∮
C

tanπz

z3
dz = , 其中C : |z| = 1

4
.

4. Res

(
2z

3 + z2
,∞

)
= .

5. 解析变换w = eiz
2

在点z = i处的伸缩比为 .

6. 设f(x)为连续函数, a > 0, 则积分

∫ +∞

−∞
δ(ax− x0)f(x) dx = .

三、计算与证明题（共 5题, 每题 6 分, 共 30分）

1
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1. 函数f(z) = (x2 − y2 − x) + i(2xy − y2)在何处可导？何处解析？

2. 把函数f(z) =
1

z(i− z)
在0 < |z| < 1和0 < |z − i| < 1内分别展成洛朗级数.

3. 计算积分

∫ +∞

0

x2

x4 + 1
dx.

4. 试证明若 a为f(z)的n阶零点, 则Res

(
f ′(z)

f(z)
, a

)
= n.

5. 简述孤立奇点的分类及分类依据.

四、应用题（共 4题, 共 34分）

1. (10分) 用分离变量法求解如下拉普拉斯方程的边值问题
uxx + uyy = 0, (0 < x < a, 0 < y < b)

u(0, y) = 0, u(a, y) = 0,

u(x, 0) = 0, u(x, b) = φ(x).

2. (10分) 用行波法求解如下波动方程的初值问题
uxx + 2uxy − 3uyy = 0, (−∞ < x < +∞, y > 0)

u(x, 0) = sinx,

uy(x, 0) = 0.

提示：先作变量替换ξ = x+ y, η = 3x− y.

3. (10分) 利用拉普拉斯变换求解常微分方程{
y′′(t) + y(t) = 4,

y(0) = A, y′(0) = B,

其中A和B均为常数.

4. (4分) 有一长为 l的细杆, 侧面绝热, 左端保持 0度, 右端绝热. 杆的初始温度为φ(x). 写出杆上

各点的温度u所满足的定解问题.（无需求解）



2015年秋季学期数学物理方法期末考试试卷（A卷）

一、选择题（共 5题, 每题 3分, 共 15分）

1. 若a ̸= 0且a ̸= ∞, 下列关于∞的性质错误的是（ ）

A. ∞+ a = ∞. B. ∞ · a = ∞. C.
a

0
= ∞. D. ∞+∞ = ∞.

2. 下列说法正确的是（ ）

A. 若f(z) = u+ iv在一点满足柯西–黎曼条件, 则在该点可微.

B. 若f(z)为解析函数, 则f(z)也必解析.

C. 若f(z) = u+ iv解析, 则f(z) = v + iu 也解析.

D. sin z是有界的整函数.

3. z cos
1

z
以z = 0为（ ）

A. 可去奇点. B. 极点. C. 本性奇点. D. 非孤立奇点.

4. 下列说法错误的是（ ）

A. 若∞为cos z的本性奇点.

B. 若a为f(z)的n阶极点, 则Res

(
f ′(z)

f(z)
, a

)
= n.

C. 设f(z)在区域D内解析且f ′(z) ̸= 0, 则f(z)不一定为单叶函数.

D. 设f(z)在复平面上解析且在|z| < 1内f(z) ≡ 0, 则在复平面上f(z) ≡ 0.

5. 下列关于f(x)的傅里叶变换F (λ) = F[f(x)]的叙述错误的是（ ）

A. F (λ) =

∫ +∞

−∞
f(x)e−iλx dx. B. F[f (n)(x)] = (iλ)nF[f(x)].

C. F[f(x) + g(x)] = F[f(x)] + F[g(x)]. D. F[f(x)g(x)] = F [f(x)] · F [g(x)].

二、填空题（共 7题, 每题 3分, 共 21分）

1. 8的所有三次方根是 .

2. i1+i= .

3.
∞∑

n=1

zn

[3 + (−1)n]n
的收敛半径是 .

4.

∫
C

z dz= , 其中C是从−1到 1的上半单位圆周.

5.

∮
C

z

(z − 1)(z − 2)2
dz= , 其中C : |z − 2| = 1

2
.

6. Res
(
e

1
z−1 ,∞

)
= .

7. 若一光滑曲线在过1 + i处的切线与x轴正向的夹角是
π

6
, 则经过变换w = u + iv = z2后其像曲线

在(1 + i)2处与u轴正向的夹角是 .

三、计算及简述题（共 4题, 每题 6 分, 共 24分）

3
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1. 试求以v = 4xy为虚部的解析函数f(z) = u+ iv, 并且满足f(0) = 1.

2. 把函数f(z) =
1

(z − 2)(z − 3)
在2 < |z| < 3和0 < |z − 2| < 1内分别展成洛朗级数.

3. 计算积分

∫ 2π

0

dθ

2− sin θ
.

4. 从下列定理中任选两个, 简述其内容.

(1) 柯西积分定理 (2) 模的最大值原理 (3) 刘维尔定理

(4) 莫雷拉定理 (5) 幂级数的阿贝尔定理 (6) 留数定理

四、应用题（共 4题, 共 40分）

1. (12分) 设有一长为 l的均匀弦, 两端固定, 作自由振动. 已知弦上各点的初始位移为sin
2πx

l
, 初

始速度为sin
3πx

l
.

(1) 写出弦上各点的位移u所满足的定解问题;

(2) 求解此定解问题.

2. (8分) 求解如下热传导方程的半无界问题
ut = a2uxx, (0 < x < +∞, t > 0)

u(x, 0) = ψ(x), (0 ≤ x < +∞)

ux(0, t) = 0. (t ≥ 0)

提示: 热传导方程初值问题的解为u(x, t) =
1

2a
√
πt

∫ +∞

−∞
φ(ξ)e−

(ξ−x)2

4a2t dξ.

3. (10分) 用行波法求解如下波动方程的初值问题
utt − uxx = 0, (−∞ < x < +∞, t > 0)

u(x, 0) = sinx,

ut(x, 0) = x2.

提示: 先作变量替换ξ = x− t, η = x+ t, 化简方程.

4. (10分) 利用拉普拉斯变换求解常微分方程{
x′′(t)− x(t) = e2t,

x(0) = 0, x′(0) = 1.



2015年春季学期数学物理方法期末考试试卷（A卷）

一、选择题（每题 3分, 共 18分）

1. 下列各命题中, 正确的是（ ）

A. 复数域上,
√
z是多值函数.

B. 复数域上, ezi是以2πi为周期的解析函数.

C. 存在不是常函数的有界整函数.

D. 变换f(z) =
z − 1

z + 1
在原点处的旋转角为

π

2
.

2. 设C是围线|z| = 1, 则下列哪个积分值为零.（ ）

A.

∫
C

dz

z
. B.

∫
C

|dz|
|z|

. C.

∫
C

dz

|z|
. D.

∫
C

dz

sin z
.

3. 下列哪一个结论是正确的（ ）

A. 如果u是 v的共轭调和函数, 则 v也是u的共轭调和函数.

B. 如果u和 v在原点的偏导数均存在, 且满足柯西-黎曼条件, 则f(z) = u+ iv在原点可导.

C. 设f(z)在|z| < 1上解析, 且在该区域上有无穷多个零点, 则f(z) ≡ 0.

D. 如果 a是解析函数f(z)的 4阶零点, 则 a必是
f ′(z)

f(z)
的 1 阶极点.

4. z = 0是函数
1

cos 1
z

的（ ）

A. 可去奇点. B. 非孤立奇点. C. 极点. D. 本性奇点.

5. 偏微分方程ut = uxx可以用来表示（ ）

A. 弦的横向振动. B. 杆的纵向振动. C. 均匀细杆上的热量传导. D. 拉普拉斯方程.

6. 记f(x)的傅里叶变换为F[f(x)] = F (λ), 形式上, 下列哪一个结论是错误的.（ ）

A. f(x) =
1

2π

∫
R1

F (λ)eiλx dλ. B. F[3f(x)] = 3F[f(x)].

C. F[f (2015)(x)] = (iλ)2015F[f(x)]. D. F[f(x)g(x)] = F[f(x)]F[g(x)].

二、填空题（每题 3分, 共 18分）

1. 方程ez = 1 +
√
3 i的解为z = .

2. 幂级数
+∞∑
n=0

(2 + (−1)n)
n
zn的收敛半径R = .

3. 积分

∫
C

z dz= , 其中C为从 0到1 + i的直线段.

4. 以 2y为虚部的解析函数是 .

5. 积分

∫
|z|=n

tan(πz) dz= , 其中n为正整数.

6. 一个偏微分方程定解问题是适定的, 如果该问题的解具有存在性、唯一性和 .

5
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三、计算、陈述题（共 4题, 每题 6 分, 共 24分）

1. 讨论函数f(z) = x2 − x+ iy2的可导性和解析性.

2. 将函数f(z) =
1

2− 3z + z2
在|z| < 1内展成幂级数, 在1 < |z| < 2内展成罗朗级数.

3. 计算复积分

∫
|z|=2

1

1− z
e

1
z dz.

4. 写出教材上的任意两个定理的内容.

四、应用题（共 3题, 共 36分）

1. （10分）长为 1的均匀细杆, 侧面绝热, 无热源, 左端点保持在零度, 右端点绝热, 初始温度分布

为sin
πx

2
.

(1) 列出该细杆所满足的热传导方程、边值条件、初值条件.

(2) 用分离变量法解该问题.

2. （16分）解下列方程的初值问题
utt = uxx, x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = φ(x), x ∈ R,

ut(x, 0) = 0, x ∈ R.

并用图示标出区间[0, 1]的决定区域、影响区域分别是什么？

3. （10分）用拉普拉斯变换法解下列常微分方程
y′′(t) = f(t),

y(0) = 0,

y′(0) = 0.

五、证明题（4分）设∞为f(z) 的可去奇点, 且 lim
z→∞

f(z) = A, 证明:

Res[f(z);∞] = lim
z→∞

z(A− f(z)).



2014年秋季学期数学物理方法期末考试试卷（A卷）

一、选择题（每题 3分, 共 18分）

1. 下列各命题中, 正确的是（ ）

A. arg z是解析函数.

B. 设C为关于原点对称的光滑简单闭曲线, f(z)是连续的偶函数, 则

∫
C

f(z) dz = 0.

C. 当z ̸= 0时, Ln (z2) = 2Ln (z).

D. f(z)为整函数的充要条件是f(z)也为整函数.

2. 设C是从原点到1 + i点的直线段, 则

∫
C

|z|dz=（ ）.

A. 1− i B. 1 + i C.
1 + i√

2
D.

1− i√
2
.

3. 下列哪一个结论是错误的.（ ）

(a) Res(f(z) + g(z), a) = Res(f(z), a) + Res(g(z), a).

(b) 若f(z)是偶函数, 且 0是f(z)的孤立奇点, 则Res(f(z), 0) = 0.

(c) 若∞是f(z)的可去奇点, 则Res(f(z),∞) = 0.

(d) 设f(z)在区域D上单叶解析, 则f ′(z) ̸= 0, ∀z ∈ D.

4. 在无界的弦振动方程utt = uxx中, u(x, t)在(x, t) = (1, 2)处的依赖区间是（ ）.

A. [−1, 3] B. [1, 3] C. [1, 2] D. [0, 2].

5. 下列哪一个结论是错误的.（ ）

(a) 设 0是f(z)的 2阶零点, g(z)的 4 阶极点, 则 0是g(f(z))的 8阶极点.

(b) 设 0是f(z)的 3阶零点, 则 0是
f ′(z)

f(z)
的 1阶极点.

(c) 设 0是f(z)的极点, g(z)的本性奇点, 则 0是f(z)g(z)的本性奇点.

(d) 设 0是f(z)的本性奇点, 也是g(z)的本性奇点, 则 0是f(z) + g(z)的本性奇点.

6. 记f(x)的傅里叶变换为F[f(x)] = F (λ), 下列哪一个结论是错误的.（ ）

A. F[δ(x− 1)] = e−iλ. B. F[f(x) ∗ g(x)] = F[f(x)] · F[g(x)].

C. F[f ′(x)] = iλF[f(x)]. D. F[f(2x)] = 2F (2λ).

二、填空题（每题 3分, 共 18分）

1. 若幂级数
+∞∑
n=0

anz
n的和函数是1− z − z2, 则该幂级数的收敛半径R = .

2. 若变换f(z) = eiθ
z − 1

z + 1
在z = 1处的旋转角为

π

2
, 则θ = .

3. f(z) =
z6 + 1

(1 + z2)2(z + 2)3
在∞ 处的留数为 .

4. u = xy的共轭调和函数是 .

7
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5. 计算积分
1

2πi

∫
|z|=7

z

1− cos z
dz= .

6. 设 0是f(z)的2015阶极点, 则Res

(
f ′(z)

f(z)
, 0

)
= .

三、计算、陈述题（共 4题, 每题 6 分, 共 24分）

1. 将函数f(z) =
1

(3− z)(2− z)
在|z| < 2内展成幂级数, 在0 < |z − 3| < 1内展成罗朗级数.

2. 函数f(z) =
1

sin 1
z

的奇点有哪些? 各是什么类型的奇点?

3. 计算实积分

∫ +∞

−∞

dx

(1 + x2)3
.

4. 写出至少 3种判别函数f(z)在单连通区域D上解析的方法.

四、应用题（共 4题, 每题 10分, 共 40分）

1. 用分离变量法求解下面的混合问题
utt = a2uxx, 0 < x < l, t > 0,

u(0, t) = u(l, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = sin πx
l , ut(x, 0) = sin πx

l , 0 ≤ x ≤ l.

2. 用达朗贝尔方法解下列弦振动方程的初值问题
utt = uxx, x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = φ(x), x ∈ R,

ut(x, 0) = ψ(x), x ∈ R.

3. 解下列问题的特征值及相应的特征函数{
x′′(t) + λx(t) = 0,

x′(0) = x′(1) = 0.

4. 用拉普拉斯变换法解下列积分方程

y(t) = cos t+

∫ t

0

y(s) sin(t− s) ds.



2014年春季学期数学物理方法期末考试试卷（A卷）

一、判断题（共 6题, 每题 2分, 共 12分）

1. 若二元函数u(x, y)和v(x, y)可微, 则f(z) = u+ iv可导. ( )

2. f(z) = ez为周期函数. ( )

3. 若f(z)与f(z)同为区域D内的解析函数, 则f(z)在D内必为常数. ( )

4. f(z) = sin−1 1

z
以z = 0为本性奇点. ( )

5. 对z ̸= 0, 我们有Ln (z2) = 2Ln z. ( )

6. 若级数
∑∞

n=1 fn(z)在区域D上内闭一致收敛, 则该级数在D上必一致收敛. ( )

二、填空题（共 6题, 每题 3分, 共 18分）

1. −2− i2
√
3的指数形式是 .

2. Ln (1− i)= .

3. Res

(
ez

zn
, 0

)
= （其中n为自然数）.

4. Res

(
ez

z2 − 1
,∞

)
= .

5.
∞∑

n=1
2nz2n的收敛半径是 .

6. 解析变换f(z) = (1 +
√
3i)z + 2− i在z = 1处的旋转角是 .

三、计算与证明题（共 5题, 每题 6 分, 共 30分）

1. 已知u(x, y) = x2 − y2 + xy, 证明u(x, y)为调和函数并求以u为实部的解析函数f(z).

2. 计算积分

∫
C

(x2 + iy) dz, 其中C是从原点沿抛物线y = x2到1 + i.

3. 把函数f(z) =
1

(z − 1)(z − 2)
在|z| < 1和0 < |z − 1| < 1内分别展成罗朗（或泰勒）级数.

4. 设f(z)在区域D内解析, C为D内任一围线, 证明：对在D内但不在C上的任一点 z0 , 等式∮
C

f ′(z)

z − z0
dz =

∮
C

f(z)

(z − z0)2
dz

成立.

5. 计算实积分

∫ +∞

0

x2

1 + x4
dx.

四、应用题（共 4题, 每题 10分, 共 40分）

1. 设有一长为 l的弹性弦, 两端固定, 弦上各点的初始位移为sin
πx

l
, 初始速度为sin

3πx

l
. 试写出弦

上各点的位移u(x, t)所满足的定解问题并求解.

9
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2. 求解热传导方程的初值问题{
ut = a2uxx, (−∞ < x < +∞, t > 0)

u(x, 0) = φ(x), (−∞ < x < +∞).

3. 利用行波法求解初值问题
uxx + 2uxt − 3utt = 0, (−∞ < x < +∞, t > 0)

u(x, 0) = φ(x), (−∞ < x < +∞)

ut(x, 0) = ψ(x), (−∞ < x < +∞).

提示：首先作变量替换ξ = x− t

3
, η = x+ t, 化简方程并求通解.

4. 利用拉普拉斯变换求解常微分方程 {
y′′(t) + y(t) = t,

y(0) = 0, y′(0) = −2.

提示：拉普拉斯变换L(p) =

∫ +∞

0

f(t)e−pt dt.



2013年秋季学期数学物理方法期末考试试卷（A卷）

一、判断题（正确的划“X”, 错误的划“×”. 共 6题, 每题 2分, 共 12分）

1. f(z) = eiz是以2π为周期的解析函数. （ ）

2. 有界区域D上的解析函数f(z)一定是有界的函数. （ ）

3. 如果f(z)和f(z)都是区域D上的解析函数, 则f(z)必是常函数. （ ）

4. 若级数
∑∞

n=1 anz
n在z = i处收敛, 则该级数必在z = 1处也收敛. （ ）

5. 变换w =
1

z − 1
会将圆周|z| = 1变成一条直线. （ ）

6. 无穷远点∞是f(z) = 1

sin z
的本性奇点. （ ）

二、填空题（每空 3分, 共 18分）

1. 当|z| < 1时, 成立等式f(z) =
1

2πi

∫
|ξ|=1

ξ2

ξ − z
dξ, 则导函数f ′(z) = .

2. 若u(x, y) = x2 + ay2是调和函数, 则a = .

3. 称定解问题是适定的, 是指这个定解问题的解存在, 唯一且 .

4. f(z) =
z2

(1− cos z) sin z
在z = 0处的留数是 .

5. f(z) =
z

z2 − 2z + 2
在∞处的留数是 .

6. 积分

∫
C

|z| dz = , 其中曲线C是从−i到 i的右半单位圆周.

三、计算、概述题（共 4题, 共 30分）

1. （6分）计算实积分

∫ π

−π

ecos θ cos(sin θ) dθ.

2. （8分）将函数f(z) =
1

1− z
在|z + 1| < 2上展成幂级数, 在1 < |z|上展成洛朗级数.

3. （8分）f(z)的孤立奇点 a可以分为哪几类？如何判定它们？

4. （8分）请写出本教材上的定理（任选两个, 写出定理及其内容, 不用证明）.

四、应用题（共 4题, 每题 10分, 共 40分）

1. 用分离变量法求解下列热传导方程的混合问题
ut − a2uxx = 0, (t > 0, x ∈ (0, l)),

u(0, t) = u(l, t) = 0, (t ≥ 0),

u(x, 0) = sin πx
l , (x ∈ [0, l]).

2. 已知下列的非齐次弦方程的初值问题
utt = uxx − sinx, x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = 0, x ∈ R,

ut(x, 0) = 0, x ∈ R.

11
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(1) 令w = u+ sinx, 写出w所满足的泛定方程和初值问题.

(2) 用达朗贝尔方法解(1)中的w, 进而求出u.

3. 求解积分方程f(t) = sin t+

∫ t

0

f(s) sin(t− s) ds.（本题不限定方法, 可以选择拉普拉斯变换方法,

（公式L[sin t] =
1

p2 + 1
）, 也可以用微积分中的方法.）

4. (1) 写出傅里叶变换及逆变换的公式.

(2) 求 δ函数的傅里叶变换.

(3) 写出傅里叶变换的至少 3个性质.



2013年春季学期数学物理方法期末考试试卷（A卷）

一、判断题（正确的划“X”, 错误的划“×”. 共 6题, 每题 2分, 共 12分）

1. u(x, y) = x2y2是某个解析函数f(z) = u(x, y) + iv(x, y)的实部. （ ）

2. 常函数是唯一的一类有界整函数. （ ）

3. 分式线性变换具有保角性. （ ）

4. 当z ̸= 0时, Arg(z2) = 2Arg(z). （ ）

5. 称定解问题是适定的, 是指这个定解问题的解存在、唯一且稳定. （ ）

6. 若f(z) = u(x, y) + iv(x, y)在一点满足柯西–黎曼条件, 则函数在该点可导. （ ）

二、填空题（每空 3分, 共 18分）

1. 幂级数
+∞∑
n=0

2nz2n的收敛半径R = , 和函数f(z) = .

2. 变换f(z) = z2在z = i处的旋转角为 .

3. f(z) =
e

1
z

1− z
在∞处的留数为 .

4. z = 0是f(z) =
z2

(1− cos z2) sin z3
的 阶极点.

5. 积分

∫
|z|=1

1

sin z2
dz = .

三、计算、证明题（共 5题, 每题 6 分, 共 30分）

1. 将函数f(z) =
1

(1− z)(2− z)
在|z| < 1内展成幂级数, 在0 < |z − 1| < 1内展成罗朗级数.

2. 计算实积分

∫ +∞

−∞

cosx

1 + x2
dx.

3. 设f(z)在区域D上解析, 且|f(z)|在D上是一常数, 证明f(z)在D上必为常函数.

4. 计算

∫
C

Rez dz之值, 其中C是连接原点到 1点再到1 + i点的折线.

5. 求u = ex sin y的共轭调和函数.

四、应用题（共 4题, 每题 10分, 共 40分）

1. 有一根长为 l的弦, 其两端被钉子钉紧, 作自由振动, 它的初始位移为sin 3πx, 初始速度为 0.

(1) 列出弦所满足的方程及定解条件；

(2) 解出该弦方程的付氏解.

2. 用达朗贝尔方法解下列弦振动方程的古尔萨问题
utt = uxx, x ∈ R, t > 0,

u(x, x) = sin 2x, x ∈ R,

u(x,−x) = 2x, x ∈ R.
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3. 求解下列热传导方程的初值问题{
ut = uxx, x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = φ(x), x ∈ R.

4. 用拉普拉斯变换法解下列常微分方程初值问题{
y′′ + y = f(t),

y(0) = y′(0) = 0.



2012年秋季学期数学物理方法期末考试试卷（A卷）

一、计算题（共 6题, 每题 4分, 共 24分）

1. 计算(1 +
√
3 i)(−

√
3− i).

2. 设z = r(cos θ + i sin θ), 求
1

z
的三角表示.

3. 设C为原点到点3 + 4i的直线段, 求积分

∫
C

1

z − i
dz绝对值得一个上界.

4. 计算积分

∫
C

sin z dz, 其中C是圆周|z − 1| = 1的上半周, 走向从 0到 2.

5. 求积分值

∮
|z−i|=1

cos z

(z − i)3
dz.

6. 求函数f(z) =
e−z

z2
在z = 0处的留数.

二、计算及证明题（共 5题, 每题 6分, 共 30分）

1. 求函数f(z) =
2z5 − z + 3

4z2 + 1
的解析性区域, 并求该区域上的导函数.

2. 已知调和函数u = 2(x− 1)y, 求解析函数f(z) = u+ iv, 使得f(0) = −i.

3. 函数
1

sin z
有些什么奇点？如果是极点, 指出它的阶.

4. 把函数
1

z
表成形如

∞∑
n=0

Cn(z − 2)n的幂级数.

5. 求证：f(z) = arg z (z ̸= 0)在全平面除去原点和负实轴的区域上连续, 在负实轴上不连续.

三、应用题（共 5题, 每题 8分, 共 40分）

1. 论述波动方程定解问题傅里叶解的物理意义.

2. 给出波动方程

{
utt = 4uxx, −∞ < x < +∞, t > 0,

u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x)
初值问题在点(1, 3)的依赖区间、区间[1, 2]的

决定区域、点x = 5的影响区域.

3. 求定解问题


utt − a2uxx = 0

ux(0, t) = 0, ux(l, t) = 0, (0 < x < 1, t > 0)

u(x, 0) = −2εx+ εl, ut(x, 0) = 0

的解.

4. 求函数f(t) = 1的傅氏变换.

5. 应用拉普拉斯变换, 求y′′(t) + 4y(t) = 0满足初始条件y(0) = −2, y′(0) = 4的特解.

四、应用题（共 1题, 每题 6分, 共 6分）

求解半无界弦的振动问题
utt = a2uxx (0 < x < +∞, t > 0),

u(0, t) = f(t), lim
x→+∞

u(x, t) = 0 (t ≥ 0),

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0 (0 ≤ x < +∞),

其中f(t)为充分光滑的已知函数.
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2016年春季学期数学物理方法期末考试试卷（A卷）参考答案

一、1. A 2. B 3. B 4. A 5. B 6. A.

二、1. 3. 2.
i− 1

3
. 3. 0. 4. −2. 5. 2. 6.

1

a
f
(x0
a

)
.

三、

1. f(z)在直线y =
1

2
上可导；处处不解析.

2. 0 < |z| < 1时, f(z) = − i

z
−

+∞∑
n=0

(−i)nzn; 0 < |z − i| < 1时, f(z) =
i

z − i
−

+∞∑
n=0

in(z − i)n.

3.

√
2

4
π.

四、

1. u(x, y) =
+∞∑
n=1

(
Cne

nπy
a +Dne

−nπy
a

)
sin

nπx

a
, 其中Cn =

(
e

nπb
a − e−

nπb
a

)−1 2

a

∫ a

0

φ(ξ) sin
nπξ

a
dξ,

Dn = −Cn.

2. u(x, y) =
3

4
sin

(
3x− y

3

)
+

1

4
sin(x+ y).

3. y(t) = 4 + (A− 4) cos t+B sin t.

4. 
ut = a2uxx, 0 < x < l, t > 0,

u(0, t) = 0, ux(l, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = φ(x), 0 ≤ x ≤ l.
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2015年秋季学期数学物理方法期末考试试卷（A卷）参考答案

一、1. D 2. B 3. C 4. B 5. D.

二、1. 2,−1 +
√
3 i,−1−

√
3 i; 2. ie−

π
2 −2kπ, k = 0,±1,±2, · · · ; 3. 2; 4. −πi;

5. −2πi; 6. −1（提示: 利用洛朗展式先计算z = 1处的留数）;

7.
5π

12
（提示: w′(t0) = f ′(z0)z

′(t0) ⇒ Argw′(t0) = Argf ′(z0) + Argz′(t0)）.

三、

1. 由ux = vy = 4x推出u = 2x2 + φ(y), 再由φ′(y) = uy = −vx = −4y推出φ(y) = −2y2 + C. 所

以f(z) = 2x2 − 2y2 + C + i4xy. 由f(0) = 1得C = 1, 所以f(z) = 2x2 − 2y2 + 1 + i4xy = 2z2 + 1.

2. 当2 < |z| < 3时,

f(z) =
1

z − 3
− 1

z − 2
= −1

3

1

1− z
3

− 1

z

1

1− 2
z

= −1

3

+∞∑
n=0

zn

3n
− 1

z

+∞∑
n=0

2n

zn
= −

+∞∑
n=0

zn

3n+1
−

+∞∑
n=0

2n

zn+1
;

当0 < |z − 2| < 1时,

f(z) =
1

z − 2

1

(z − 2)− 1
=

−1

z − 2

+∞∑
n=0

(z − 2)n = −
+∞∑
n=0

(z − 2)n−1 = −
+∞∑

n=−1

(z − 2)n.

3. 设z = eiθ, 0 ≤ θ ≤ 2π, 则sin θ =
z2 − 1

2iz
, dθ =

dz

iz
. 于是有∫ 2π

0

dθ

2− sin θ
=− 2

∫
|z|=1

dz

z2 − 4iz − 1
= −2

∫
|z|=1

dz

[z − (2 +
√
3)i][z − (2−

√
3)i]

=− 2× 2πi
1

z − (2 +
√
3)i

∣∣∣
z=(2−

√
3)i

=
2
√
3

3
π.

4. (2) 模的最大值原理: 若f(z)在闭区域D解析, 且不为常数, 则|f(z)|只能在边界上达到最大值.

其余见教材.

四、

1. (1) 
utt = a2uxx, 0 < x < l, t > 0,

u(0, t) = u(l, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = sin
2πx

l
, ut(x, 0) = sin

3πx

l
, 0 ≤ x ≤ l.

(2) 设方程有变量分离形式的非零特解

u(x, t) = X(x)T (t).

将其代入泛定方程中得

X(x)T ′′(t) = a2X ′′(x)T (t).

两边同除以a2X(x)T (t)得
T ′′(t)

a2T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
= −λ.

可得两个常微分方程

T ′′(t) + λa2T (t) = 0,

X ′′(x) + λX(x) = 0.

19



20 目 录

将非零特解u(x, t) = X(x)T (t)代入边界条件中可得

X(0) = X(l) = 0.

求解特征值问题 {
X ′′(x) + λX(x) = 0, 0 < x < l,

X(0) = X(l) = 0,

得特征值和特征函数

λ = λn =
(nπ
l

)2

, Xn(x) = sin
nπx

l
, n = 1, 2, · · · .

把特征值λn代入方程T ′′(t) + λa2T (t) = 0 中, 注意到λn > 0, 得其通解为

Tn(t) = Cn cos
nπat

l
+Dn sin

nπat

l
,

其中Cn, Dn是任意常数. 于是可得对应于特征值λn的特解为

un(x, t) = Xn(x)Tn(t) =

(
Cn cos

nπat

l
+Dn sin

nπat

l

)
sin

nπx

l
. n = 1, 2, · · · ,

叠加所有变量分离形式的特解得

u(x, t) =

+∞∑
n=1

un(x, t) =

+∞∑
n=1

(
Cn cos

nπat

l
+Dn sin

nπat

l

)
sin

nπx

l
,

由

sin
2πx

l
=

+∞∑
n=1

Cn sin
nπx

l

得

C2 = 1, Cn = 0, n = 1, 3, 4, · · · .

又由ut(x, 0) = sin
3πx

l
得

sin
3πx

l
=

+∞∑
n=1

nπa

l
Dn sin

nπx

l
.

由此可知

D3 =
l

3πa
,Dn = 0, n = 1, 2, 4, 5, · · · .

所以

u(x, t) = cos
2πat

l
sin

2πx

l
+

l

3πa
sin

3πat

l
sin

3πx

l
.

2. 将初值ψ(x)偶延拓为

ψe(x) =

{
ψ(x), x ≥ 0,

ψ(−x), x < 0.

利用初值问题的解的公式, 当x ≥ 0, t > 0时有

u(x, t) =
1

2a
√
πt

∫ +∞

−∞
ψe(ξ)e

− (x−ξ)2

4a2t dξ

=
1

2a
√
πt

[∫ 0

−∞
ψ(−ξ)e−

(x−ξ)2

4a2t dξ +

∫ +∞

0

ψ(ξ)e−
(x−ξ)2

4a2t dξ

]
.
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令ξ = −η, 则有 ∫ 0

−∞
ψ(−ξ)e−

(x−ξ)2

4a2t dξ =

∫ +∞

0

ψ(η)e−
(x+η)2

4a2t dη.

于是有

u(x, t) =
1

2a
√
πt

∫ +∞

0

ψ(ξ)

[
e−

(x+ξ)2

4a2t + e−
(x−ξ)2

4a2t

]
dξ.

3. 设

u(x, t) = f(x− t) + g(x+ t).

把它代入初始条件中, 得

f(x) + g(x) = sinx,

−f ′(x) + g′(x) = x2.

对第二式积分得

−f(x) + g(x) =
x3

3
+ c,

其中 c是一个任意常数. 从上面的两个关于 f和 g的函数方程中可以解出

f(x) =
1

2

(
sinx− x3

3
+ c

)
,

g(x) =
1

2

(
sinx+

x3

3
+ c

)
.

所以

u(x, t) =
1

2
[sin(x− t) + sin(x+ t)] +

1

6
[(x+ t)3 − (x− t)3] = sinx cos t+ x2t+

t3

3
.

4. 对方程作拉普拉斯变换得

s2x̂(s)− 1− x̂(s) =
1

s− 2
.

于是可得

x̂(s) =
1

s2 − 1
+

1

(s2 − 1)(s− 2)
=

1

(s+ 1)(s− 2)
=

1

3

(
1

s− 2
− 1

s+ 1

)
.

作逆变换得

x(t) =
1

3

(
e2t − e−t

)
.
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2015年春季学期数学物理方法期末考试试卷（A卷）参考答案

一、1. A 2. C 3. D 4. B 5. C 6. D.

二、1. ln 2 + i(π/3 + 2kπ), k = 0,±1,±2, · · · ; 2. 1/3; 3. 1;

4. 2x+ c+ i2y, c为任意实数; 5. −4ni; 6. 稳定性.

三、

1. 设f(z) = u(x, y) + iv(x, y). 由f(z) = x2 − x+ iy2可得

u(x, y) = x2 − x, v(x, y) = y2.

计算得

ux = 2x− 1, uy = 0, vx = 0, vy = 2y.

显然这四个一阶偏导数都连续,故u(x, y)和v(x, y)处处可微.但只有当x−y = 1/2时, C-R方程ux =

vy, uy = −vx才成立. 所以f(z)只在直线x−y = 1/2上可导. 根据解析点的定义,直线x−y = 1/2上

的点都不是解析点, 所以f(z)无解析点.

2. f(z) =
1

2− 3z + z2
=

1

(z − 1)(z − 2)
. 当|z| < 1时, f(z) =

+∞∑
n=0

(
1− 1

2n+1

)
zn; 当1 < |z| < 2时,

f(z) = −
+∞∑
n=0

zn

2n+1
−

+∞∑
n=1

1

zn
. 具体展开过程见教材.

3. 因为Res
[

1
1−z e

1
z ;∞

]
= − lim

z→∞
z

1−z e
1
z = 1, 所以

∫
|z|=2

1

1− z
e

1
z dz = 2πi

(
Res

[
1

1− z
e

1
z ; 0

]
+Res

[
1

1− z
e

1
z ; 1

])
= −2πi Res

[
1

1− z
e

1
z ;∞

]
= −2πi.

四、

1. 
ut = a2uxx, x ∈ (0, 1), t > 0,

u(0, t) = ux(1, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = sin πx
2 , x ∈ [0, 1].

设u(x, t) = X(x)T (t), 把它代入方程中得

X(x)T ′(t) = a2X ′′(x)T (t),

即有
T ′(t)

a2T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
= −λ.

由此得到两个常微分方程

T ′(t) + λa2T (t) = 0,

X ′′(x) + λX(x) = 0.

再利用边界条件可得

X(0)T (t) = X ′(1)T (t) = 0.

因为T (t) /≡ 0, 故必有

X(0) = X ′(1) = 0.
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求解特征值问题 {
X ′′(x) + λX(x) = 0, 0 < x < 1,

X(0) = X ′(1) = 0.

可得特征值和特征函数为

λn =

[(
n+

1

2

)
π

]2
, Xn(x) = sin

(
n+

1

2

)
πx, n = 0, 1, 2, · · · .

由T ′
n(t) + λna

2Tn(t) = 0可得

Tn(t) = Cne
−λna

2t.

于是叠加所有变量分离形式的特解得

u(x, t) =
+∞∑
n=0

Cne
−λna

2t sin

(
n+

1

2

)
πx.

利用初始条件有

sin
πx

2
=

+∞∑
n=0

Cn sin

(
n+

1

2

)
πx.

比较两端系数可得C0 = 1, Cn = 0, n = 1, 2, · · · . 所以有

u(x, t) = e−
π2

4 a2t sin
πx

2
.

2. 设u(x, t) = f(x− t) + g(x+ t), 代入初始条件得

f(x) + g(x) = φ(x), −f ′(x) + g′(x) = 0,

即

f(x) + g(x) = φ(x), −f(x) + g(x) = c.

由此得

f(x) =
1

2
φ(x)− c

2
, g(x) =

1

2
φ(x) +

c

2
.

代回通解形式得u(x, t) =
1

2
[φ(x+ t) + φ(x− t)].

以点(0, 0), (1, 0)和(1/2, 1/2)为顶点的三角形区域为区间[0, 1]的决定区域,过点(0, 0)的直线t =

−x和过点(1, 0)的直线t = x− 1以及区间[0, 1]所围的区域为区间[0, 1]的影响区域.

3. 做拉普拉斯变换得s2ŷ(s) = f̂(s), 即ŷ(s) =
f̂(s)

s2
. 于是由拉普拉斯变换的卷积性质可得y(t) =∫ t

0

(t− τ)f(τ) dτ .

五、设f(z)在∞的空心解析邻域内的洛朗展式为

f(z) = · · ·+ c−n

zn
+ · · ·+ c−2

z2
+
c−1

z
+ c0.

由此可知 lim
z→∞

f(z) = c0. 而由 lim
z→∞

f(z) = A可知A = c0, 所以

z(A− f(z)) = · · · − c−n

zn−1
− · · · − c−2

z
− c−1.

由此可知 lim
z→∞

z(A− f(z)) = −c−1. 这就证明了Res[f(z);∞] = lim
z→∞

z(A− f(z)).



24 目 录

2014年秋季学期数学物理方法期末考试试卷（A卷）参考答案

一、1. B 2. C 3. C 4. A 5. D 6. D.

二、1. +∞; 2.
π

2
; 3. −1; 4.

y2

2
− x2

2
+ c; 5. 6; 6. −2015.

三、

1. f(z) =
1

(3− z)(2− z)
=

1

z − 3
− 1

z − 2
.

当|z| < 2时,

f(z) = −1

3

1

1− z
3

+
1

2

1

1− z
2

= −1

3

+∞∑
n=0

zn

3n
+

1

2

+∞∑
n=0

zn

2n
=

+∞∑
n=0

(
1

2n+1
− 1

3n+1

)
zn.

当0 < |z − 3| < 1时,

f(z) =
1

z − 3
− 1

z − 3 + 1
=

1

z − 3
−

+∞∑
n=0

(−1)n(z − 3)n =

+∞∑
n=−1

(−1)n+1(z − 3)n.

2. 由sin 1
z = 0推出 1

z = nπ, 即z = 1
nπ , n = ±1,±2, · · ·为奇点. 显然, z = 0,∞也是奇点. 由于

当n→ ∞时, 1
nπ → 0, 所以z = 0是非孤立奇点. 由(

sin
1

z

)′

= − 1

z2
cos

1

z

可知z = 1
nπ , n = ±1,±2, · · ·是sin 1

z的一阶零点, 所以它们是f(z)的一阶极点. 由 lim
z→∞

f(z) = ∞可

知z = ∞ 是极点. 进一步, 由w = 0是
1

sinw
的一阶极点, 所以z = ∞是f(z)的一阶极点.

3.

∫ +∞

−∞

dx

(1 + x2)3
= 2πi · Res

[
1

(1 + z2)3
; i

]
= 2πi

1

2

d2

dz2
1

(z + i)3

∣∣∣∣
z=i

= πi
12

(2i)5
=

3π

8
.

四、

3. 对λ分类讨论:

1) 当λ < 0时, 方程的通解为x(t) = Ae
√
−λ t + Be−

√
−λ t. 计算得x′(t) =

√
−λAe

√
−λ t −√

−λBe−
√
−λ t. 将其代入边界条件得

A−B = 0,

Ae
√
−λ −Be−

√
−λ = 0.

解此线性方程组可得A = B = 0, 只有零解, 故在此种情形下特征值问题无解.

2) 当λ = 0时, 方程的通解为x(t) = At + B. 将其代入边界条件得A = 0. 故在此种情形下特

征值问题有解x(t) = B ̸= 0.

3)当λ > 0时,方程的通解为可表示为x(t) = A cos
√
λ t+B sin

√
λ t. 计算得x′(t) = −

√
λA sin

√
λ t+√

λB cos
√
λ t. 由x′(0) = 0得B = 0. 又由x′(1) = 0得sin

√
λ = 0. 由此可推出

√
λ = nπ,

即λ = (nπ)2, n = 1, 2, · · · . 相应的特征函数为x(t) = A cosnπt.

综上所述, 特征值和特征函数为

λn = (nπ)2, xn(t) = An cosnπt, n = 0, 1, 2, · · · .

4. 作拉普拉斯变换得ŷ(s) =
s

s2 + 1
+

ŷ(s)

s2 + 1
. 由此可得ŷ(s) =

1

s
, 所以y(t) = 1.
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附 第二题第5题的计算过程如下:

1

2πi

∫
|z|=7

z

1− cos z
dz = Res

[
z

1− cos z
; 0

]
+Res

[
z

1− cos z
; 2π

]
+Res

[
z

1− cos z
;−2π

]
.

由z = 0是函数
z

1− cos z
的一阶极点, 利用洛必达法则可得

Res

[
z

1− cos z
; 0

]
= lim

z→0

z2

1− cos z
= lim

z→0

2z

sin z
= 2.

由留数的定义,

Res

[
z

1− cos z
; 2π

]
=

1

2πi

∫
|z−2π|=1

z

1− cos z
dz.

作积分变量替换w = z − 2π, 有∫
|z−2π|=1

z

1− cos z
dz =

∫
|w|=1

w + 2π

1− cosw
dw =

∫
|w|=1

w

1− cosw
dw +

∫
|w|=1

2π

1− cosw
dw

=

∫
|w|=1

w

1− cosw
dw.

所以

Res

[
z

1− cos z
; 2π

]
= Res

[
z

1− cos z
; 0

]
= 2.

类似地可得

Res

[
z

1− cos z
;−2π

]
= Res

[
z

1− cos z
; 0

]
= 2.

所以

1

2πi

∫
|z|=7

z

1− cos z
dz = Res

[
z

1− cos z
; 0

]
+Res

[
z

1− cos z
; 2π

]
+Res

[
z

1− cos z
;−2π

]
= 6.
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2014年春季学期数学物理方法期末考试试卷（A卷）参考答案

一、1. 错 2. 对 3. 对 4. 错 5. 错 6. 错.

二、1. 4ei(−
2π
3 )或4ei

4π
3 ; 2. ln

√
2 + i

(
−π
4
+ 2kπ

)
, k = 0,±, 1± 2, · · · ; 3.

1

(n− 1)!
;

4.
e−1 − e

2
或− sinh 1; 5.

√
2

2
; 6.

π

3
.

三、

1. 计算可得ux = 2x + y, uy = −2y + x, uxx = 2, uyy = −2, 显然在整个平面上满足拉普拉斯方

程uxx + uyy = 0. 所以u(x, y)是调和函数.

解法一 由vy = ux = 2x + y可推出v(x, y) = 2xy +
y2

2
+ φ(x). 又由uy = −vx, 即−2y + x =

−2y − φ′(x)得φ′(x) = −x. 由此可知φ(x) = −x
2

2
+ c, 其中 c为任意实常数. 因此所求解析函

数f(z) = (x2 − y2 + xy) + i

(
y2

2
− x2

2
+ 2xy + c

)
. 令y = 0可得f(x) =

(
1− i

2

)
x2 + ic. 所

以f(z) =

(
1− i

2

)
z2 + ic.

解法二 f ′(z) = ux − iuy = 2x + y − i(−2y + x). 令y = 0可得f ′(x) = (2 − i)x. 由此可

知f ′(z) = (2− i)z. 所以f(z) =

(
1− i

2

)
z2 +C, 其中C是一个复常数. 但f(z)的实部u(x, y)已经给

定, 所以C是纯虚数.

2. 设积分路径C的参数方程为z = x+ ix2, 0 ≤ x ≤ 1, 则∫
C

(x2 + iy) dz =

∫ 1

0

(x2 + ix2)(1 + i2x) dx = (1 + i)

∫ 1

0

(x2 + i2x3) dx

= (1 + i)

(
x3

3
+ i

x4

2

) ∣∣∣1
0
= (1 + i)

(
1

3
+ i

1

2

)
= −1

6
+ i

5

6
.

3. 当|z| < 1时

f(z) =
1

z − 2
− 1

z − 1
= −1

2

1

1− z

2

+
1

1− z
= −1

2

+∞∑
n=0

zn

2n
+

+∞∑
n=0

zn =
+∞∑
n=0

(
1− 1

2n+1

)
zn.

当0 < |z − 1| < 1时,

f(z) =
1

z − 2
− 1

z − 1
= − 1

1− (z − 1)
− 1

z − 1
= − 1

z − 1
−

+∞∑
n=0

(z − 1)n = −
+∞∑

n=−1

(z − 1)n.

或

f(z) =
1

(z − 1)(z − 2)
=

1

z − 1
× 1

z − 2
= − 1

z − 1
× 1

1− (z − 1)

= − 1

z − 1

+∞∑
n=0

(z − 1)n = −
+∞∑
n=0

(z − 1)n−1 = −
+∞∑

n=−1

(z − 1)n.

4. 本题条件有误, 应将区域D限制为单连通区域.

当z0在C内时, 由柯西积分公式和导数的柯西型积分公式有∮
C

f ′(z)

z − z0
dz = 2πif ′(z0) =

∮
C

f(z)

(z − z0)2
dz.
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当z0在C外时, 由柯西积分定理有∮
C

f ′(z)

z − z0
dz = 0 =

∮
C

f(z)

(z − z0)2
dz.

5. 记f(z) =
z2

1 + z4
, 它在上半平面内只有两个一阶极点ak = ei

π+2kπ
4 , k = 0, 1.

Res[f(z); ak] =
z2

4z3

∣∣∣
z=ak

=
1

4ak
=

1

4
e−iπ+2kπ

4 , k = 0, 1.

∫ +∞

0

x2

1 + x4
dx =

1

2

∫ +∞

−∞

x2

1 + x4
dx =

1

2
× 2πi

[
e−iπ4 + e−i 3π4

]
=
πi

4
× (−

√
2 i) =

√
2

4
π.

四、

1. 定解问题为 
utt = a2uxx, 0 < x < l, t > 0,

u(0, t) = u(l, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = sin πx
l , ut(x, 0) = sin 3πx

l , 0 ≤ x ≤ l.

解题过程略, 答案为

u(x, t) = cos
πat

l
sin

πx

l
+

l

3πa
sin

3πat

l
sin

3πx

l
.

2. 关于x作傅里叶变换. 记û(ω, t) = F [u], φ̂(ω) = F [φ], 由微分性质和线性性质有
d

dt
û(ω, t) = −a2ω2û(ω, t), t > 0,

û(ω, 0) = φ̂(ω),

其中的ω视为参数. 解得

û(ω, t) = φ̂(ω)e−a2ω2t.

对û(ω, t)作傅里叶逆变换, 便可得到解u(x, t) =
1

2a
√
πt

∫ +∞

−∞
φ(ξ)e−

(x−ξ)2

4a2t dξ.

3. 利用算子分解

(∂x)
2 + 2∂x∂t − 3(∂t)

2 = (∂x + 3∂t)(∂x − ∂t),

可得坐标变换ξ = x− t

3
, η = x+ t. 在此变换下有{

ux = uξ + uη,

ut = − 1
3uξ + uη.

由此可知 {
∂x = ∂ξ + ∂η,

∂t = −1
3∂ξ + ∂η.

计算可得
∂2u

∂ξ∂η
= 0.

解得

u(ξ, η) = f(ξ) + g(η),

即

u(x, t) = f

(
x− t

3

)
+ g(x+ t).
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将其代入初始条件得

f(x) + g(x) = φ(x),

−1

3
f ′(x) + g′(x) = ψ(x).

对第二个等式积分得

−1

3
f(x) + g(x) =

∫ x

x0

ψ(ξ) dξ + c.

于是可解得

f(x) =
3

4

[
φ(x)−

∫ x

x0

ψ(ξ) dξ − c

]
,

g(x) =
1

4

[
φ(x) + 3

∫ x

x0

ψ(ξ) dξ + 3c

]
.

将它们代回通解公式可得

u(x, t) =
3

4
φ

(
x− t

3

)
+

1

4
φ(x+ t) +

3

4

∫ x+t

x− t
3

ψ(ξ) dξ.

4. 对方程作拉普拉斯变换可得

(s2 + 1)ŷ(s) + 2 =
1

s2
.

解得

ŷ(s) =
1

s2(s2 + 1)
− 2

s2 + 1
=

1

s2
− 3

s2 + 1
.

作逆变换得

y(t) = t− 3 sin t.
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一、1. X 2. × 3. X 4. × 5. X 6. ×.

二、1. 2z; 2. −1; 3. 稳定; 4. 2; 5. −1; 6. 2i.

三、

1. 设z = cos θ + i sin θ, 则由欧拉公式有

ez = ecos θ[cos(sin θ) + i sin(sin θ)].

由于函数ecos θ sin(sin θ)是奇函数, 所以∫ π

−π

ecos θ cos(sin θ) dθ =

∫ π

−π

ecos θ cos(sin θ) dθ + i

∫ π

−π

ecos θ sin(sin θ) dθ

=

∫ π

−π

ecos θ[cos(sin θ) + i sin(sin θ)] dθ

=

∫ π

−π

ez dθ =

∫
|z|=1

ez

iz
dz = 2π.

2. 当|z + 1| < 2时,

1

1− z
=

1

2− (z + 1)
=

1

2

1

1− z+1
2

=
1

2

+∞∑
n=0

(z + 1)n

2n
=

+∞∑
n=0

(z + 1)n

2n+1
.

当|z| > 1时,

1

1− z
=

1

−z
1

1− 1
z

= −1

z

+∞∑
n=0

1

zn
= −

+∞∑
n=0

1

zn+1
= −

+∞∑
n=1

1

zn
.

3. 见教材4.5.1小节.

四、

1. 解题过程略, u(x, t) = e−
π2a2

l2
t sin

πx

l
.

2. (1) 
wtt = uxx, x ∈ R, t > 0,

w(x, 0) = sinx, x ∈ R,

wt(x, 0) = 0, x ∈ R.

(2) 设w(x, t) = f(x+ t) + g(x− t), 将其代入初始条件中得

f(x) + g(x) = sinx,

f ′(x)− g′(x) = 0.

由第二式可得f(x)− g(x) = c, 其中 c为任意常数. 于是可解得

f(x) =
1

2
[sinx+ c], g(x) =

1

2
[sinx− c].

由此可知w(x, t) =
1

2
[sin(x+ t) + sin(x− t)] = sinx cos t, u(x, t) = sinx(cos t− 1).

3. 作拉普拉斯变换得

f̂(s) =
1

s2 + 1
+

f̂(s)

s2 + 1
.

从中解出f̂(s) =
1

s2
. 再作逆变换便可得f(t) = t.

4. (2) F [δ(x)] = 1.
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一、1. × 2. X 3. X 4. × 5. X 6. ×.

二、1.

√
2

2
,

1

1− 2z2
; 2.

π

2
; 3. 1; 4. 5; 5. 0.

三、

1. 当|z| < 1时,

f(z) =
1

z − 2
− 1

z − 1
= −1

2

1

1− z

2

+
1

1− z
= −1

2

+∞∑
n=0

zn

2n
+

+∞∑
n=0

zn =
+∞∑
n=0

(
1− 1

2n+1

)
zn.

当0 < |z − 1| < 1时,

f(z) =
1

z − 2
− 1

z − 1
= − 1

1− (z − 1)
− 1

z − 1
= − 1

z − 1
−

+∞∑
n=0

(z − 1)n = −
+∞∑

n=−1

(z − 1)n.

或

f(z) =
1

(z − 1)(z − 2)
=

1

z − 1
× 1

z − 2
= − 1

z − 1
× 1

1− (z − 1)

= − 1

z − 1

+∞∑
n=0

(z − 1)n = −
+∞∑
n=0

(z − 1)n−1 = −
+∞∑

n=−1

(z − 1)n.

2. ∫ +∞

−∞

cosx

1 + x2
dx =

∫ +∞

−∞

cosx

1 + x2
dx+ i

∫ +∞

−∞

sinx

1 + x2
dx =

∫ +∞

−∞

eix

1 + x2
dx

=2πi Res

[
eiz

1 + z2
; i

]
= 2πi

e−1

2i
=
π

e
.

3. 不妨设|f(z)| = r, 则u2 + v2 = r2. 两边关于x和 y分别求偏导数得{
uux + vvx = 0,

uuy + vvy = 0.

利用C–R方程可重写为 {
uux + vvx = 0,

vux − uvx = 0.

此线性方程组的系数行列式为 ∣∣∣∣∣ u v

v −u

∣∣∣∣∣ = −(u2 + v2).

若u2 + v2 = r2 = 0, 则u = v ≡ 0, 即f(z) ≡ 0; 若u2 + v2 = r2 ̸= 0, 则上面的方程组只有零解,

即ux = vx = 0. 再次利用C–R方程得uy = vy = 0. 因此u和v在区域D上为常数, 所以f(z)为常函

数.

4. 设直线段C1的参数方程为：z = t, 0 ≤ t ≤ 1, 直线段C2的参数方程为：z = 1 + it, 0 ≤ t ≤ 1, 则有∫
C

Rez dz =

∫
C1

Rez dz +

∫
C2

Rez dz =

∫ 1

0

Re t · 1 dt+
∫ 1

0

Re(1 + it)i dt

=

∫ 1

0

t dt+ i

∫ 1

0

1 dt =
1

2
+ i.
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5. 由vy = ux = ex sin y可推出v(x, y) = −ex cos y + φ(x). 再由uy = −vx即φ′(x) = 0可知φ(x) = c, 其

中 c为一任意常数. 所以v(x, y) = −ex cos y + c.

四、

1. (1) 
utt = a2uxx, 0 < x < 1, t > 0,

u(0, t) = u(1, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = sin(3πx), ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ 1.

(2) u(x, t) = cos(3πt) sin(3πx).

2. 设u(x, t) = f(x+ t) + g(x− t), 将其代入初始条件中得

f(2x) + g(0) = sin 2x,

f(0) + g(2x) = 2x.

由此可得f(x) = sinx− g(0), g(x) = x− f(0). 于是有u(x, t) = sin(x+ t) + x− t− [f(0) + g(0)]. 易

知f(0) + g(0) = 0. 所以u(x, t) = sin(x+ t) + x− t.

3. 关于x作傅里叶变换. 记û(ω, t) = F [u], φ̂(ω) = F [φ], 由微分性质和线性性质有
d

dt
û(ω, t) = −ω2û(ω, t), t > 0,

û(ω, 0) = φ̂(ω),

其中的ω视为参数. 解得

û(ω, t) = φ̂(ω)e−ω2t.

对û(ω, t)作傅里叶逆变换, 便可得到解u(x, t) =
1

2
√
πt

∫ +∞

−∞
φ(ξ)e−

(x−ξ)2

4t dξ.

4. 作拉普拉斯变换得

s2ŷ(s) + ŷ(s) = f̂(s).

从中解出ŷ(s) =
f̂(s)

s2 + 1
. 再作逆变换便可得

y(t) =

∫ t

0

f(τ) sin(t− τ) dτ.
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一、

1. (1 +
√
3 i)(−

√
3− i) = −

√
3 +

√
3 + i(−1− 3) = −4i.

2.
1

z
=

1

r
[cos(−θ) + i sin(−θ)]. 注意1

r
(cos θ − i sin θ)是错误的.

3. 由积分估计定理有

∣∣∣∣∫
C

1

z − i
dz

∣∣∣∣ ≤ ∫
C

1

|z − i|
| dz|. 利用相似三角形的知识, 易知|z − i| (z ∈ C)的最

小值是
3

5
. 所以 ∣∣∣∣∫

C

1

z − i
dz

∣∣∣∣ ≤ 5

3
× 5 =

25

3
.

4. 由于sin z在整个复平面上解析, 积分值

∫
C

sin z dz只与积分路径的起点和终点有关, 根据牛顿–莱

布尼兹公式, ∫
C

sin z dz =

∫ 2

0

sin z dz = − cos z
∣∣2
0
= 1− cos 2.

5.

∮
|z−i|=1

cos z

(z − i)3
dz =

2πi

2
(cos z)′′

∣∣∣
z=i

= −πi cos i = −πi(e
−1 + e)

2
.

6. Res

[
e−z

z2
; 0

]
= −1.

二、

1. 由4z2 + 1 = 0可得f(z)的全部奇点为z = ± i

2
. 它的解析区域为复平面上除去点z = ± i

2
的部分.

d

dz

2z5 − z + 3

4z2 + 1
=

(10z4 − 1)(4z2 + 1)− (2z5 − z + 3) · 8z
(4z2 + 1)2

=
24z6 + 10z4 + 4z2 − 24z − 1

(4z2 + 1)2
.

2. 由vy = ux = 2y可推出v(x, y) = y2+φ(x). 又由vx = φ′(x) = −uy = 2(1−x)可推出φ(x) = 2x−x2+
C,其中C为任意常数. 于是f(z) = 2(x−1)y+i(y2+2x−x2+C). 令y = 0得f(x) = i(2x−x2+C).
由此可知f(z) = i(2z − z2 + C). 由f(0) = i可得C = −1. 所以f(z) = −i(1− z)2.

3. z = kπ, k = 0,±1,±2, · · ·全都是一阶极点; z = ∞是非孤立奇点.

4.
1

z
=

1

(z − 2) + 2
=

1

2
· 1

1 + z−2
2

=
1

2

+∞∑
n=0

(−1)n(z − 2)n

2n
=

+∞∑
n=0

(−1)n(z − 2)n

2n+1
, |z − 2| < 2.

5. 略.

三、

1. 见教材8.1.3和11.1.2小节.

2. 点(1, 3)的依赖区间为[−5, 7]; 区间[1, 2]的决定区域为{(x, t)|1 + 2t ≤ x ≤ 2 − 2t, 0 ≤ t ≤ 1/4};
点x = 5的影响区域为{(x, t)|5− 2t ≤ x ≤ 5 + 2t, t ≥ 0}. 最好绘制草图作答.

3. 设u(x, t) = X(x)T (t), 把它代入方程中得

X(x)T ′′(t) = a2X ′′(x)T (t),

即有
T ′′(t)

a2T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
= −λ.
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由此得到两个常微分方程

T ′′(t) + λa2T (t) = 0,

X ′′(x) + λX(x) = 0.

再利用边界条件可得

X ′(0)T (t) = X ′(l)T (t) = 0.

因为T (t) /≡ 0, 故必有

X ′(0) = X ′(l) = 0.

求解特征值问题 {
X ′′(x) + λX(x) = 0, 0 < x < l,

X ′(0) = X ′(l) = 0.

可得特征值和特征函数为

λn =
(nπ
l

)2

, Xn(x) = cos
nπx

l
, n = 0, 1, 2, · · · .

由T ′′
n (t) + λna

2Tn(t) = 0可得

Tn(t) = Cn cos
nπat

l
+Dn sin

nπat

l
.

于是叠加所有变量分离形式的特解得

u(x, t) =
+∞∑
n=0

(
Cn cos

nπat

l
+Dn sin

nπat

l

)
cos

nπx

l
.

代入初始条件可得Dn = 0, 1, 2, · · · ,

C0 =
1

l

∫ l

0

(−2εx+ εl) dx = 0,

Cn =
2

l

∫ l

0

(−2εx+ εl) cos
nπx

l
dx = −4ε

l

∫ l

0

x cos
nπx

l
dx =

4εl

n2π2
[1− (−1)n].

所以

u(x, t) =

+∞∑
k=0

8εl

(2k + 1)2π2
cos

(2k + 1)πat

l
cos

(2k + 1)πx

l
.

4. F [1] = 2πδ(ω).

5. 作拉普拉斯变换得

s2ŷ(s) + 2s− 4 + 4ŷ(s) = 0.

从中解出ŷ(s) =
4− 2s

s2 + 4
=

4

s2 + 4
− 2s

s2 + 4
. 再作逆变换便可得

y(t) = 2 sin 2t− 2 cos 2t.

四、除了教材上讲的拉普拉斯变换解法外, 还可以用行波法求解.

设u(x, t) = f1(x+ at) + f2(x− at). 代入初始条件得

f1(x) + f2(x) = 0, af ′1(x)− af ′2(x) = 0, x ≥ 0.

由第二个等式积分可得f1(x)− f2(x) = C, 这里C为一任意常数. 于是可解得

f1(x) = −C
2
, f2(x) =

C

2
, x ≥ 0.
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利用边界条件有f1(at) + f2(−at) = f(t). 由此可知

f2(x) = f
(
−x
a

)
− f1(−x), x < 0.

所以

u(x, t) =

 0 x ≥ at,

f
(
t− x

a

)
, x ≤ at.


