
一、填空题(共 6 题，每题 3 分，共 18 分) 

1.计算行列式 |
𝑥 2 3
1 2𝑥 0
0 1 2

| =(  ). 

解：|
𝑥 2 3
1 2𝑥 0
0 1 2

| = 3 ∙ (−1)1+3 |
1 2𝑥
0 1

| + 2 ∙ (−1)3+3 |
𝑥 2
1 2𝑥

| = 4𝑥2 − 1. 

2.设 3 阶方阵 𝐴 = 𝛼𝛽𝑇,其中 𝛼 = (1,2,3)𝑇，𝛽 = (0,1, −1)𝑇，则 𝐴2019 =(  ). 

解：(1)A = 𝛼𝛽𝑇 = (
1
2
3
) (0,1, −1) = (

0 1 −1
0 2 −2
0 3 −3

)； 

(2)𝜆 = 𝛽𝑇𝛼 = (0,1, −1) (
1
2
3
) = −1； 

(3)A2019 = AA⋯A⏟    
2019 个

= (𝛼𝛽𝑇)(𝛼𝛽𝑇)⋯ (𝛼𝛽𝑇)⏟              

2019 个

= 𝛼 (𝛽𝑇𝛼)(𝛽𝑇𝛼)⋯ (𝛽𝑇𝛼)⏟              

2018 个

𝛽𝑇 

             = 𝛼(𝛽𝑇𝛼)2018𝛽𝑇 = 𝛼𝛽𝑇 = A = (
0 1 −1
0 2 −2
0 3 −3

). 

3. 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4 均为 4 维列向量，A = (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4)，且 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4 线性无关，

     𝛼1 = 2𝛼2 − 𝛼3；如果 𝛽 = 𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼4，则 𝐴𝑥 = 𝛽 的一般解为(  ). 

解：矩阵 A = (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4)，由已知，得 𝑟(A) = 3. 

由𝛼1 = 2𝛼2 − 𝛼3⟹ 𝛼1 − 2𝛼2 + 𝛼3 + 0𝛼4 = 0 ⟹ (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4)(

1
−2
1
0

) = 0 

得 A𝑥 = 0 的一个基础解系为 𝜉 = (1,−2,1,0)T； 

由 𝛽 = 𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼4 = (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4)(

1
1
1
1

) = A𝜂， 

得 A𝑥 = 𝛽 的一个特解为 𝜂 = (1,1,1,1)T； 



则 A𝑥 = 𝛽 的通解为 𝑥 =  𝜂 + 𝑘𝜉 = (1,1,1,1)T + 𝑘(1, −2,1,0)T，𝑘 任意. 

4.设 𝐴 为 3 阶方阵，|𝐴| = 3，𝐴∗ 为 𝐴 的伴随矩阵，若交换 𝐴 的第二行与第三行

得 𝐵, 则 |𝐵𝐴∗| =(  ). 

解：𝐴
𝑟1 ↔ 𝑟2
⇒      𝐵 ⟹ |𝐵| = −|𝐴|

|𝐴∗| = |𝐴|2 = 9                     
} ⟹ |𝐵𝐴∗| = |𝐵| ∙ |𝐴∗| = −27. 

5.设 2 阶实对称矩阵 𝐴 有对应不同特征值的特征向量 𝛼1 和 𝛼2, 满足

    𝐴3(𝛼1 + 𝛼2) = 𝛼1 + 8𝛼2，则 |𝐴| =(  ). 

解：已知 {
𝐴𝛼1 = 𝜆1𝛼1⟹ 𝐴3𝛼1 = 𝜆1

3𝛼1
𝐴𝛼2 = 𝜆2𝛼2⟹ 𝐴3𝛼2 = 𝜆2

3𝛼2
，且 𝜆1 ≠ 𝜆2，且 𝛼1 和 𝛼2 线性无关； 

    𝐴3(𝛼1 + 𝛼2) = 𝛼1 + 8𝛼2⟹ (𝜆1
3 − 1)𝛼1 + (𝜆2

3 − 8)𝛼2 = 0 

    则 {
𝜆1
3 − 1 = 0 ⟹ 𝜆1 = 1

𝜆2
3 − 8 = 0 ⟹ 𝜆2 = 2

 ，因此 |𝐴| = 𝜆1𝜆2 = 2.     

6.二次型 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥1
2 + 𝑥2

2 + 4𝑥3
2 + 4𝑥2𝑥3，其规范型为(  ).  

解：二次型对应的矩阵 A = (
1 0 0
0 1 2
0 2 4

)， 

  其特征多项式 |𝜆𝑰 − A| = |
𝜆 − 1 0 0
0 𝜆 − 1 −2
0 −2 𝜆 − 4

| = (𝜆 − 1)(𝜆 − 5)𝜆 

  则 A 的特征值为 𝜆1 = 0，𝜆2 = 1，𝜆3 = 5； 

   于是，A 的正惯性指数为 2，负惯性指数为 0，则规范形为 𝑧1
2 + 𝑧2

2. 

二、选择题(共 6 题，每题 3 分，共 18 分) 

1.设 4 × 3 矩阵 𝐴 = (

1 2 3
−2 −1 −1
−1 1 𝑠 + 𝑡
0 3 5

)，向量 𝑏 = (

4
𝑡 − 5
−3
1

)，则方程组 

     𝐴𝑥 = 𝑏 有唯一解的充要条件是( B ). 

A. 𝑠 = 4, 𝑡 = −2；B. 𝑠 ≠ 4, 𝑡 = −2；C. 𝑠 = 4, 𝑡 ≠ −2； D. 𝑠 ≠ 4, 𝑡 ≠ −2 



解：𝐴𝑥 = 𝑏 有唯一解 ⟺ 𝑟(𝐴, 𝑏) = 𝑟(𝐴) = 3； 

   增广矩阵 (𝐴, 𝑏) = (

1 2 3
−2 −1 −1
−1 1 𝑠 + 𝑡
0 3 5

|

4
𝑡 − 5
−3
1

)
初等行变换
⇒       (

1 2 3
0 3 5
0 0 𝑠 + 𝑡 − 2
0 0 0

|

4
1
0
𝑡 + 2

) 

   从而，{
𝑡 + 2 = 0       
𝑠 + 𝑡 − 2 ≠ 0

⟹ {
𝑡 = −2
𝑠 ≠ 4   

. 

2.已知向量组 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4 线性无关, 则下列向量组线性无关的是( C ). 

A. 𝛼1 − 𝛼2, 𝛼2 − 𝛼3, 𝛼3 − 𝛼4, 𝛼4 − 𝛼1  

B. 𝛼1 − 𝛼2, 𝛼2 + 𝛼3, 𝛼3 − 𝛼4, 𝛼4 + 𝛼1 

C. 𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3, 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼4, 𝛼1 + 𝛼3 + 𝛼4, 𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼4 

D. 𝛼1 − 𝛼2 + 𝛼3, 𝛼2 − 𝛼3 + 𝛼4, −𝛼1 + 𝛼3 − 𝛼4, −𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3  

解：可用定义：(也可用秩) 

    A.(𝛼1 − 𝛼2) + (𝛼2 − 𝛼3) + (𝛼3 − 𝛼4) + (𝛼4 − 𝛼1) = 0； 

    B.(𝛼1 − 𝛼2) + (𝛼2 + 𝛼3) − (𝛼3 − 𝛼4) − (𝛼4 + 𝛼1) = 0； 

D.(𝛼1 − 𝛼2 + 𝛼3) + 2(𝛼2 − 𝛼3 + 𝛼4) + 2(−𝛼1 + 𝛼3 − 𝛼4) = (−𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3) 

3.已知 𝐴 = (
2 0 0
0 0 1
0 1 𝑥

) 与 𝐵 = (
2 0 0
0 𝑦 0
0 0 −1

) 相似，则( A ). 

A. 𝑥 = 0， 𝑦 = 1；   C. 𝑥 = 0，𝑦 = 0； 

B. 𝑥 = −1，𝑦 = 0；  D. 𝑥 = 1，𝑦 = 1； 

解：矩阵 A 和 B 相似 ⟹ A 和 B 有相同的特征值； 

对角阵 B 的特征值为主对角元素 2, 𝑦, −1， 

所以 {
2 + 𝑦 + (−1) = 2 + 0 + 𝑥

2 ∙ 𝑦 ∙ (−1) = |A| = −2       
  ⟹ {

𝑥 = 0
𝑦 = 1

. 



4.设 𝐴 为 3 阶方阵，𝐴 的第三行加到第一行得 𝐵，再将 𝐵 的第三列的 (−1)倍加

到第一列得 𝐶，记 𝑃 = (
1 0 1
0 1 0
0 0 1

)，则 𝐴 = ( A ). 

A．𝑃−1𝐶𝑃𝑇；B．𝑃𝐶(𝑃−1)𝑇； C．(𝑃−1)𝑇𝐶𝑃； D．(𝑃−1)𝑇𝐶𝑃−1  

解：𝑃 = (
1 0 1
0 1 0
0 0 1

) = 𝐸31(1)；又已知 𝐴
𝑟1 + 𝑟3 
⇒      𝐵

𝑐1 − 𝑐3 
⇒      C， 

则 C = 𝐵𝐸13(−1) = 𝐸31(1)𝐴𝐸13(−1) = 𝑃𝐴𝐸13(−1) 

因为 𝐸13(−1) = (
1 0 0
0 1 0
−1 0 1

) = (𝐸31(−1))
𝑇 = (𝑃−1)𝑇 = (𝑃𝑇)−1 

从而 𝐴 = 𝑃−1𝐶𝑃𝑇. 

5.设 𝐴, 𝐵 均为 𝑛 阶方阵，𝑛 ≥ 3，且 𝐴 的秩 𝑟(𝐴) = 𝑛，𝐵 的秩 𝑟(𝐵) = 𝑛 − 1， 

则 𝐴𝐵 的伴随矩阵的秩为( B ). 

A．0        B．1        C．𝑛 − 1        D．𝑛 

解：秩(𝐴) = 𝑛 ⟹秩(𝐴∗) = 𝑛 ⟹ 𝐴∗ 可逆； 

秩(𝐵) = 𝑛 − 1 ⟹秩(𝐵∗) = 1，又(𝐴𝐵)∗ = 𝐵∗𝐴∗ 

则 𝑟(𝐴𝐵)∗ = 𝑟(𝐵∗𝐴∗) =  𝑟(𝐵∗) = 1. 

6.设 𝐴 为 3 阶方阵，𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 是线性无关的 3 维列向量组，𝑃 是 3 阶可逆阵，

且 𝑃−1𝐴𝑃 = (
1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

)，且 𝐴𝛼1 = 𝛼1, 𝐴𝛼2 = −𝛼2, 𝐴𝛼3 = −𝛼3， 

  则 𝑃 可取为( A ). 

A．(𝛼1, 𝛼2 + 𝛼3, 2𝛼2 − 𝛼3)      B．(𝛼1, 𝛼1 + 𝛼2, 𝛼3)         

C．(𝛼1 + 𝛼2, 𝛼2, 𝛼3)          D．(𝛼1 + 𝛼2, 𝛼2 + 𝛼3, 𝛼3 + 𝛼1) 



解：已知 {

A𝛼1 = 𝛼1⟹ 𝜆1 = 1       
A𝛼2 = −𝛼2⟹ 𝜆2 = −1
A𝛼3 = −𝛼3⟹ 𝜆3 = −1

；𝛼2, 𝛼3 都是属于特征值 −1 的特征向量. 

P−1AP = (
1
−1

−1
) = Λ = (

𝜆1
𝜆2
𝜆3

)； 

   则 P = (𝑘1𝛼1, 𝑘2𝛼2 + 𝑘3𝛼3, 𝑘2
∗𝛼2 + 𝑘3

∗𝛼3)， 

   这里：𝑘1 ≠ 0；𝑘2, 𝑘3不全为 0；𝑘2
∗, 𝑘3

∗不全为 0； 

         且 𝑘2𝛼2 + 𝑘3𝛼3与 𝑘2
∗𝛼2 + 𝑘3

∗𝛼3要线性无关. 

三、计算题(共 3 题，每题 8 分，共 24 分) 

1.设向量组 𝛼1 = (1,2,1,3)
𝑇，𝛼2 = (−1,−1,0, −1)

𝑇，𝛼3 = (1,4,3,7)
𝑇， 

𝛼4 = (−1,−2,1, −1)
𝑇，𝛼5 = (1,3,6,9)

𝑇；求向量组的秩及一个极大线性无关组, 

并将其余向量用极大线性无关组线性表示. 

解：记矩阵 A = (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼5) = (

1 −1 1 −1 1
2 −1 4 −2 3
1 0 3 1 6
3 −1 7 −1 9

)     

                           
初等行变换
⇒       (

1 0 3 0 4
0 1 2 0 1
0 0 0 1 2
0 0 0 0 0

)， 

   ①秩{𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼5} = 3； 

   ②𝛼1, 𝛼2, 𝛼4 是 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼5 的一个极大线性无关组； 

   ③ 𝛼3 = 3𝛼1 + 2𝛼2， 

  𝛼5 = 4𝛼1 + 𝛼2 + 2𝛼4.  

2.已知 𝑅3 的两组基为 𝐁𝟏 = {𝛼1, 𝛼2, 𝛼3}，𝐁𝟐 = {𝛽1, 𝛽2, 𝛽3}，其中 

𝛼1 = (1,2,0)
𝑇，𝛼2 = (1,0,1)

𝑇，𝛼3 = (0,−3,2)
𝑇； 

𝛽1 = (0,1,1)
𝑇，𝛽2 = (1,1,0)

𝑇，𝛽3 = (1,0,2)
𝑇；  



(1)求基 𝐁𝟏 到基 𝐁𝟐 的过渡矩阵； 

(2)若 3 维向量 γ 在基 𝐁𝟐下的坐标为 (1,1,2)𝑇，求 γ 在基 𝐁𝟏下的坐标.  

解：仍记 B1 = (𝜶1, 𝜶2, 𝜶3)，B2 = (𝜷1, 𝜷2, 𝜷3). 

  ①由 (𝜷1, 𝜷2, 𝜷3) = (𝜶1, 𝜶2, 𝜶3)A，即得 B2 = B1A， 

    于是，(B1, B2) = (
1 1 0 0 1 1
2 0 −3 1 1 0
0 1 2 1 0 2

) 

                 
初等行变换
⇒       (

1 0 0 5 −1 3
0 1 0 −5 2 −2
0 0 1 3 −1 2

) = (𝑰, A) 

    则基 B1到基 B2的过渡矩阵 A = (
5 −1 3
−5 2 −2
3 −1 2

). 

  ②两种方法：已知 𝜶𝑩𝟐 = (1,1,2)
T 

  方法 1：𝜶 = B2𝜶𝑩2 = (
0 1 1
1 1 0
1 0 2

)(
1
1
2
) = (

3
2
5
)， 

又有 𝜶 = B1𝜶𝑩1，则求解该方程组 

         (B1, 𝜶) = (
1 1 0
2 0 −3
0 1 2

|  
3
2
5
)

初等行变换
⇒       (

1 0 0
0 1 0
0 0 1

|
10
−7
6
), 

         则 𝜶 在基 B1下的坐标向量 𝜶𝑩2 = (10,−7,6)
T. 

  方法 2：因为 𝜶𝑩1 = A𝜶𝑩2 = (
5 −1 3
−5 2 −2
3 −1 2

)(
1
1
2
) = (

10
−7
6
)， 

          则 𝜶 在基 B1下的坐标向量 𝜶𝑩2 = (10, −7,6)
T. 

3.已知 A = (
1 −1 1
𝑎 4 𝑏
−3 −3 5

) 是可对角化的，𝜆 = 2 是 𝐴 的二重特征值，求 𝑎, 𝑏. 

解：对特征值 𝜆1 = 𝜆2 = 2，特征矩阵为 2𝑰 − A = (
1 1 −1
−𝑎 −2 −𝑏
3 3 −3

)； 

  A 可对角化，则方程组 (2𝑰 − A)𝑥 = 0 的基础解系包含的向量个数为 2， 



 即 3 − 𝑟(2𝑰 − A) = 2 ⟹ 𝑟(2𝑰 − A) = 1； 

   方法 1： (2𝑰 − A)
初等行变换
⇒       (

1 1 −1
2 − 𝑎 0 −2 − 𝑏
0 0 0

) 

          从而 {
2 − 𝑎 = 0   
−2 − 𝑏 = 0

 ⟹ {
𝑎 = 2   
𝑏 = −2

； 

   方法 2：(2𝑰 − A) 的任一 2 阶子式均为 0 ⟹ {
| 1 1
−𝑎 −2

| = 0 ⟹ 𝑎 = 2   

| 1 −1
−2 −𝑏

| = 0 ⟹ 𝑏 = −2
. 

4.设 𝑛 阶方阵 𝐴 =

(

 
 

𝑎1 + 𝜆1 𝑎1 𝑎1 ⋯ 𝑎1
𝑎2 𝑎2 + 𝜆2 𝑎2 ⋯ 𝑎2
𝑎3 𝑎3 𝑎3 + 𝜆3 ⋯ 𝑎3
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛 𝑎𝑛 𝑎𝑛 ⋯ 𝑎𝑛 + 𝜆𝑛)

 
 
，求 |𝐴|. 

解：
|
|

𝑎1 + 𝜆1 𝑎2 𝑎3 ⋯ 𝑎𝑛
𝑎1 𝑎2 + 𝜆2 𝑎3 ⋯ 𝑎𝑛
𝑎1 𝑎2 𝑎3 + 𝜆3 ⋯ 𝑎𝑛
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎1 𝑎2 𝑎3 ⋯ 𝑎𝑛 + 𝜆𝑛

|
|
 

=
|
|

𝑎1 + 𝜆1 𝑎2 +  0 𝑎3 +  0 ⋯ 𝑎𝑛 +  0
𝑎1 +  0 𝑎2 + 𝜆2 𝑎3 +  0 ⋯ 𝑎𝑛 +  0
𝑎1 +  0 𝑎2 +  0 𝑎3 + 𝜆3 ⋯ 𝑎𝑛 +  0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑎1 +  0 𝑎2 +  0 𝑎3 +  0 ⋯ 𝑎𝑛 + 𝜆𝑛

|
|
 

= |
|

𝑎1 𝑎2 +  0 𝑎3 +  0 ⋯ 𝑎𝑛 +  0
𝑎1 𝑎2 + 𝜆2 𝑎3 +  0 ⋯ 𝑎𝑛 +  0
𝑎1 𝑎2 +  0 𝑎3 + 𝜆3 ⋯ 𝑎𝑛 +  0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎1 𝑎2 +  0 𝑎3 +  0 ⋯ 𝑎𝑛 + 𝜆𝑛

|
| +
|
|

𝜆1 𝑎2 +  0 𝑎3 +  0 ⋯ 𝑎𝑛 +  0
0 𝑎2 + 𝜆2 𝑎3 +  0 ⋯ 𝑎𝑛 +  0
0 𝑎2 +  0 𝑎3 + 𝜆3 ⋯ 𝑎𝑛 +  0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 𝑎2 +  0 𝑎3 +  0 ⋯ 𝑎𝑛 + 𝜆𝑛

|
|
 

= |
|

𝑎1 𝑎2 𝑎3 +  0 ⋯ 𝑎𝑛 +  0
𝑎1 𝑎2 𝑎3 +  0 ⋯ 𝑎𝑛 +  0
𝑎1 𝑎2 𝑎3 + 𝜆3 ⋯ 𝑎𝑛 +  0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎1 𝑎2 𝑎3 +  0 ⋯ 𝑎𝑛 + 𝜆𝑛

|
| + |
|

𝑎1 0 𝑎3 +  0 ⋯ 𝑎𝑛 +  0
𝑎1 𝜆2 𝑎3 +  0 ⋯ 𝑎𝑛 +  0
𝑎1 0 𝑎3 + 𝜆3 ⋯ 𝑎𝑛 +  0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎1 0 𝑎3 +  0 ⋯ 𝑎𝑛 + 𝜆𝑛

|
| 

   + |
|

𝜆1 𝑎2 𝑎3 +  0 ⋯ 𝑎𝑛 +  0
0 𝑎2 𝑎3 +  0 ⋯ 𝑎𝑛 +  0
0 𝑎2 𝑎3 + 𝜆3 ⋯ 𝑎𝑛 +  0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 𝑎2 𝑎3 +  0 ⋯ 𝑎𝑛 + 𝜆𝑛

|
| +
|
|

𝜆1 0 𝑎3 +  0 ⋯ 𝑎𝑛 +  0
0 𝜆2 𝑎3 +  0 ⋯ 𝑎𝑛 +  0
0 0 𝑎3 + 𝜆3 ⋯ 𝑎𝑛 +  0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 𝑎3 +  0 ⋯ 𝑎𝑛 + 𝜆𝑛

|
| 



= ⋯ 

= |
|

𝑎1 0 0 ⋯ 0
𝑎1 𝜆2 0 ⋯ 0
𝑎1 0 𝜆3 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎1 0 0 ⋯ 𝜆𝑛

|
| + |
|

𝜆1 𝑎2 0 ⋯ 0
0 𝑎2 0 ⋯ 0
0 𝑎2 𝜆3 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 𝑎2 0 ⋯ 𝜆𝑛

|
| + |
|

𝜆1 0 𝑎3 ⋯ 0
0 𝜆2 𝑎3 ⋯ 0
0 0 𝑎3 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 𝑎3 ⋯ 𝜆𝑛

|
| 

     +⋯+ |
|

𝜆1 0 ⋯ 0 𝑎𝑛
0 𝜆2 ⋯ 0 𝑎𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 𝜆𝑛−1 𝑎𝑛
0 0 ⋯ 0 𝑎𝑛

|
| +
|
|

𝜆1 0 0 ⋯ 0
0 𝜆2 0 ⋯ 0
0 0 𝜆3 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 ⋯ 𝜆𝑛

|
|
 

= 𝑎1 ∙ (−1)
1+1𝜆2𝜆3⋯𝜆𝑛−1𝜆𝑛 + 𝑎2 ∙ (−1)

2+2𝜆1𝜆3⋯𝜆𝑛−1𝜆𝑛 

           +𝑎3 ∙ (−1)
3+3𝜆1𝜆2𝜆4⋯𝜆𝑛−1𝜆𝑛 +⋯+ 𝑎𝑛 ∙ (−1)

𝑛+𝑛𝜆1𝜆2𝜆3⋯𝜆𝑛−1

+ 𝜆1𝜆2𝜆3⋯𝜆𝑛−1𝜆𝑛 

= 𝑎1𝜆2𝜆3⋯𝜆𝑛−1𝜆𝑛 + 𝜆1𝑎2𝜆3⋯𝜆𝑛−1𝜆𝑛 

            +𝜆1𝜆2𝑎3⋯𝜆𝑛−1𝜆𝑛 +⋯+ 𝜆1𝜆2𝜆3⋯𝜆𝑛−1𝑎𝑛 + 𝜆1𝜆2𝜆3⋯𝜆𝑛−1𝜆𝑛 

= (1 +∑
𝑎𝑖
𝜆𝑖

𝑛

𝑖=1

)∏𝜆𝑗

𝑛

𝑗=1

 

四、证明题(共 2 题，每题 6 分，共 12 分) 

1.设 𝑃 是一个 𝑚 阶可逆矩阵，𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑛是一组 𝑚 维向量，𝑛 ≤ 𝑚. 

证明：若 𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑛 线性无关，则 𝑃𝛼1, 𝑃𝛼2, ⋯ , 𝑃𝛼𝑛 也线性无关. 

证：设 𝑘1𝑃𝛼1 + 𝑘2𝑃𝛼2 +⋯+ 𝑘𝑛𝑃𝛼𝑛 = 0 

     ⟹ 𝑃(𝑘1𝛼1 + 𝑘2𝛼2 +⋯+ 𝑘𝑛𝛼𝑛) = 0，𝑃 可逆 

则有 𝑘1𝛼1 + 𝑘2𝛼2 +⋯+ 𝑘𝑛𝛼𝑛 = 0，𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑛 线性无关， 

所以，𝑘1 = 𝑘2 = ⋯ = 𝑘𝑛 = 0； 

从而 𝑃𝛼1, 𝑃𝛼2, ⋯ , 𝑃𝛼𝑛 也线性无关. 



2.设向量组 𝛼1, 𝛼2 是线性无关的，且都与非零向量 𝛽 正交； 

证明：向量组 𝛼1, 𝛼2, 𝛽 是线性无关的. 

证：已知 {
(𝛼1, 𝛽) = 0
(𝛼2, 𝛽) = 0

 ，设 𝑘1𝛼1 + 𝑘2𝛼2 + 𝑘𝛽 = 0  (*) 

    则 𝑘1(𝛼1, 𝛽) + 𝑘2(𝛼2, 𝛽) + 𝑘 (𝛽, 𝛽) = 0 ⟹ 𝑘(𝛽, 𝛽) = 0，而 𝛽 ≠ 0 

    于是 (𝛽, 𝛽) ≠ 0，从而 𝑘 = 0，代入(*) 

得到 𝑘1𝛼1 + 𝑘2𝛼2 = 0，𝛼1, 𝛼2 线性无关，所以 𝑘1 = 𝑘2 = 0； 

由此可知，向量组 𝛼1, 𝛼2, 𝛽 是线性无关的. 

五、解方程组（共 1 题，14 分） 

讨论 𝑎, 𝑏 取何值时,线性方程组 {

𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 − 𝑥4 = 1
𝑥1 − 𝑥2 − 2𝑥3 − 5𝑥4 = 3

𝑥2 + (𝑎 − 1)𝑥3 + 𝑏𝑥4 = 𝑏 − 3

𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 + (𝑏 − 2)𝑥4 = 𝑏 + 3

 

无解，有无穷多解，有唯一解；并在有无穷多解时求其通解.   

解：增广矩阵 (A, 𝛽) = (

1 1 2 −1
1 −1 −2 −5
0 1 𝑎 − 1 𝑏
1 1 2 𝑏 − 2

|

1
3

𝑏 − 3
𝑏 + 3

) 

    
初等行变换
⇒       (

1 0 0 −3
0 1 2 2
0 0 𝑎 − 3 −1
0 0 0 𝑏 − 1

|

2
−1
−4
𝑏 + 2

) = (U, 𝑑) 

   原方程组 A𝑥 = 𝛽 与 U𝑥 = 𝑑 同解，则 

①当 |U| = (𝑎 − 3)(𝑏 − 1) ≠ 0，即 𝑎 ≠ 3，且 𝑏 ≠ 1 时，原方程组有唯一解； 

②当 𝑏 = 1 时，增广矩阵 (A, 𝛽)
初等行变换
⇒       (

1 0 0 −3
0 1 2 2
0 0 𝑎 − 3 −1
0 0 0 0

|

2
−1
−4
3

) 



  出现矛盾方程，故原方程组无解； 

③当 𝑎 = 3，且 𝑏 ≠ 1 时，增广矩阵 (A, 𝛽)
初等行变换
⇒       (

1 0 0 −3
0 1 2 2
0 0 0 1
0 0 0 0

|

2
−1
4

6 − 3𝑏

) 

  1)当 6 − 3𝑏 ≠ 0，即 𝑏 ≠ 2 时，出现矛盾方程，故原方程组无解； 

  2)当 𝑏 = 2 时，增广矩阵 (A, 𝛽)
初等行变换
⇒       (

1 0 0 0
0 1 2 0
0 0 0 1
0 0 0 0

|

14
−9
4
0

) 

    取 𝑥3 为自由未知量， 

令 𝑥3 = 0，得方程组 A𝑥 = 𝛽 的一个特解 𝑥0 = (14,−9,0,4)
T； 

令 𝑥3 = 1，得 A𝑥 = 0 的一个基础解系 𝜉 = (0, −2,1,0)T； 

则原方程组的一般解为 

𝑥 = 𝑥0 + 𝑘𝜉 = (14,−9,0,4)
T + 𝑘(0, −2,1,0)T，𝑘 任意. 

综上，{

当 𝑎 ≠ 3，且 𝑏 ≠ 1 时，方程组有唯一解；

当 𝑏 = 1或 𝑎 = 3，且 𝑏 ≠ 2 时，方程组无解；

当 𝑎 = 3，且 𝑏 = 2时，方程组有无穷多解.

 

六、化二次型为标准型（共 1 题，14 分） 

二次型 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥1
2 + 𝑐𝑥2

2 + 𝑥3
2 − 2𝑥1𝑥2 + 2𝑥1𝑥3 − 2𝑥2𝑥3 的秩为 1， 

(1)求 𝑐 的值； 

(2)用正交变换法，将二次型 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) 化为标准型，并写出相应的正交矩阵. 

解：二次型对应的矩阵 A = (
1 −1 1
−1 𝑐 −1
1 −1 1

)， 

(1)由已知，得 𝑟(A) = 1 ⟹ 𝑐 = 1；从而 A = (
1 −1 1
−1 1 −1
1 −1 1

) 



(2)A 的特征多项式 |𝜆𝑰 − A| = |
𝜆 − 1 1 −1

1 𝜆 − 1 1
−1 1 𝜆 − 1

| = 𝜆2(𝜆 − 3)， 

A 的特征值为 𝜆1 = 𝜆2 = 0，𝜆3 = 3； 

①对特征值 𝜆1 = 𝜆2 = 0，由 (𝜆1𝑰 − A)𝑥 = 0 ⟺ A𝑥 = 0 

    即 (
1 −1 1
−1 1 −1
1 −1 1

)(

𝑥1
𝑥2
𝑥3
) = 0，得基础解系 {

𝜉1 = (1,1,0)
T   

𝜉2 = (−1,0,1)
T 

    1)正交化：取 𝛽1 = 𝜉1 = (1,1,0)
T； 

                                令 𝛽2 = 𝜉2 −
(𝜉2, 𝛽1)

(𝛽1, 𝛽1)
 𝛽1 = (−

 1 

2
,
 1 

2
, 1)T， 

         2)单位化：令 𝜂1 =
1

‖𝛽1‖
𝛽1 = (

1

√2
,
1

√2
, 0)T； 

                                    𝜂2 =
1

‖𝛽2‖
𝛽2 = (

−1

√6
,
1

√6
,
2

√6
)
T

； 

③对于特征值 𝜆3 = 3，由(𝜆3𝑰 − A)𝑥 = 0， 

即 (
2 1 −1
1 2 1
−1 1 2

)(

𝑥1
𝑥2
𝑥3
) = 0，得基础解系为 𝜉3 = (1, −1,1)

T， 

       单位化得：𝜂3 =
1

‖𝜉3‖
𝜉3 = (

1

√3
,
−1

√3
,
1

√3
)
T

； 

 ③记矩阵 Q = (𝜂1, 𝜂2, 𝜂3) =

(

 
 

1

√2

−1

√6

1

√3
1

√2

1

√6

−1

√3

0
2

√6

1

√3)

 
 
，则 Q 为正交矩阵， 

且使得 QTAQ = Q−1AQ = Λ = (
0
0
3
)； 

④令 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)
T，𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, 𝑦3)

T，做正交变换 𝑥 = Q𝑦， 

原二次型就化成标准形 𝑥TA𝑥 = 𝑦T(QTAQ)𝑦 = 3𝑦3
2. 

 



 


