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1. 数值天气预报的定义 

 在给定的初始条件下进行数值积分描写大气运动的方程组，从而得到未来某

一时刻大气环流状况和气象要素的分布。 

2. 离散化最常用的方法：有限差分法、谱方法、有限元法 

3. 差分方法 

(1) 网格划分与符号表示 

 
图 1 二维平面上的网格划分 

 我们一般采用矩形网格划分法(三角形或者六边形网格在程序设计时太复杂)。

在相空间(x, t)平面上构造以 为间隔的时空网格，那么格点的坐标可以表示

为 ，其中 i 是空间的序号，n 是时间的序号。 

(2) 几种差分方式与及误差比较 

 我们对 进行 Taylor 展开有 

 

 

 对①式进行变形有 

 

 上述称为一阶空间导数向前差分，其误差为关于 的一次。 

 对②式进行变形有 
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 上述称为一阶空间导数向后差分，其误差为关于 的一次。 

 ①式与②式作差得到 

 

 上述称为一阶空间导数中央差分，其误差为关于 的二次。 

 ①式与②式求和得到 

 

 上述称为二阶空间导数中央差分，其误差为关于 的二次。 

利用上面的方法我们同样可以得到关于时间的各种差分格式。 

▲ 截断误差 

 在前面的推导中我们将得到的差分项后面的余项用 进行了替代，这

个 就称为截断误差，它是由于用差分近似替代微分而产生的，一般 k 越

大差分近似的截断误差越小，这种差分近似越精确。 

 

4. 时间积分方案 

 数值天气预报的基本方程虽然比较复杂，但是对时间来讲都是一阶线性微分

方程，下面以一维平流方程为例。 

 

将 波 动 解 代 入 上 述 方 程 有 ， 令

，那么可以得到以下几种时间积分方案。 

(1) 向前差显示格式(欧拉格式) 
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两个时间层的显示格式，精度为 ，是绝对不稳定的，没有计算解。 

(2) 向后差隐式格式 

 上述的时间函数项(即 )采用向后差分法 

 

因为 ，所以 ，上式又可化为 。

定义 ，称为振幅因子。设 ，给定初始条

件 ，那么有 。显然，当 时，格式是不稳定的；当

时，格式是中性的；当 时，格式是稳定的。这种差分方法也是两层时间格

式，精度为为 。 

(3) 梯形隐性格式 

 对于一维平流方程，时间采用向前差分，空间采用中央差分有 

 

若空间采用(n+1)处的时间，有 ，两式相加除以 2 得  

 

因此梯形差分格式可写为 

 

该格式是中性的，精度为  
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(4) 中央差显示格式(蛙跳格式) 

 

三个时间层的显示格式，精度为 ，是条件性稳定的。除了物理解以外，

还有一个计算解。这种格式是数值预报中应用最多的格式之一。 

(5) 欧拉后插格式(松野迭代格式) 

 由前差(欧拉)格式和后差格式结合构成。计算分两步进行，用前差公式所得

结果作为后差公式等号右端(n+1)时刻变量的第一近似值，故为迭代格式。它是

一阶精度的显式格式( )。 

 

这种时间积分格式对重力惯性外波这样高频波具有很强的阻尼作用，因此数值

天气预报模式中常常采用松野迭代格式以抑制时间积分过程中的高频波动。 

 

5. 得到近似解需要考虑的问题与解决办法 

(1) 相容性问题 

 当空间网格距离 与时间步长 均趋于 0 时，差分方程能否无限逼近微分

方程的问题，只有满足这一条件的差分方程才称为与微分方程是相容的。 

(2) 收敛性与稳定性问题 

 设微分方程的真解为 ，对应的差分方程为准确解为 ，差分方程的数值解

为 ，因此实际的误差为  

截断误差： ，此即由于用差分方程代替微分方程所产生的误差，其是否随

着空间网格距离与时间步长均趋于 0 时而趋于 0，称为解的收敛性问题； 

舍入误差： ，是计算机每次迭代误差的累计，其是否随着空间网格距离与

时间步长均趋于 0 时在整个求解趋于保持有界称为解的稳定性问题。 

(3) 收敛性判据 

我们仍以一维平流方程为例，推导得出其稳定性判据。 
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 设 波 动 解 为 ， 代 入 上 述 方 程 有

(其中 表示 t=0 时刻 F 的初值)，从而得到真解为

，也可写成 ，即 的波形在 x 轴上以

速度 c 传播 t 时刻的函数值仅依赖于特征线 上的值(如下图所示)。 

  

收敛性应满足什么条件呢？ 

如左图所示的三个红点给出了迭代的关系

图，依次类推下去可以得到一个特征区域

PAC，差分方程要收敛域与微分方程，其

特征线应该落在特征区域中，根据斜率的

关系有： 

 

上式即收敛性判据，又称为柯朗-佛里德

里克斯-莱维(Courant-Friedrichs-Lewy，CFL)条件，是保证计算稳定性的充分条

件。 

 

6. 线性计算的稳定性 

 Lax 等价定理指出：对于适定的线性偏微分方程组初值问题，一个与之相容

的线性差分格式收敛的充分必要条件是该格式是稳定的，所以用差分方法求微分

方程时，数值解的做重要问题就转换到了差分格式的稳定性上来了。这里采用
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冯·纽曼(Von Neumann)方法来探讨线性计算稳定性的条件。 

(1) 中央差分方法 

 对于一维平流方程，采用时间和空间均采用中央差分的形式，即

，或写为 。其波动

解 可 以 设 为 ， 令 ， 则

，Gn 称为振幅因子。在 初始时刻，有

，我们可以类比设 n 时刻差分方程的近似解有如下形式 

 

上述的解的形式表明当 时解才是合理的，或者说方程是稳定的。将其代入

差分方程中有 

 

根据欧拉公式 ，有 ，令 ，于

是得到一个关与 G 的一元二次方程： ，其解为 

 

对上述解进行讨论： 

① 当 时， ， 表明差分方程是稳定的； 

② 当 时， ， ，此时方程有两个解，分别为

，此时两个解均不满足 的条件。 

综上，我们可以得到：中央差分格式是条件性稳定的，稳定性与 有关。 

(2) 前差格式 
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关于 G 的方程为： ，即 ，显然 ，

所以前差格式是绝对不稳定的。 

(3) 欧拉后差格式(松野迭代格式) 

 欧拉后差是前差与后差的结合。 

前差：  

后差：  

即将前差得到的 对 进行近似代替，有 

 

将上式代入后差公式中有： 

 

同样地我们可以写出关于 G 的方程为： 

 

同样根据欧拉公式可以得到 

，  

结合 ，得到 G 的最终表达式如下： 

 

 显然，当 时，才有 ，因为 ，所以 的形式又可以

写为 。 

 松野迭代格式的解是衰减的，此外它的 与波数 有关，因此它具有选择
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性衰减的特征，即对不同波数(波长)的波，波动的衰减程度是不一样的。对于重

力惯性波，周期为几个小时，取频率 ，时间间隔取 10min，

即 ，计算得到 ，也就是说每积分一个时间步长，重力惯性波

的振幅都要减小 12%左右。同样的我们来看一下罗斯贝波，其周期为 3~4 天，

取频率 ， ，即每每积分一个时间步长，罗斯贝

波的振幅减小仅 1/5000，影响几乎可以忽略不计。 

 

7. 差分方程的计算解和物理解 

 我们把一维平流线性方程中的时间和空间均采用中央差的格式 

 

前面提到，n 时刻的解可以设成： ，代入得 

 

令 ，则 ，在 的条件下，解为 

 

令 ，于是两个解又可以写为 

 

于是差分方程的解又可以写为 

 

上式中 为待定系数，假设上述差分方程的解在初始时刻等于给定的初值，

即 ，那么有 。显然上述差分方程的解由两部分组成。

4 1~ 2 10f c s    

3~ 10t s 0.88G 

5 1~ 2 10f c s    0.9998 1G  

 
1 1

1 11 1
1 12 2

n n n n
n n n nm m m m
m m m m

u u u uc u u u u
t x


 

  
 

 
     

 

n n i m x i n t i m x
mu AG e Ae e       

 2 2 1 0 sinG i G x       

* sin x       2
*2 1 0G i G    1c t

x
 

 


2 2
1 * * 2 * *1 , 1G i G i         

1
*

1 sin sin t
t

       


1

2

cos sin
cos sin

i t

i t

G t i t e
G t i t e





 

 

 



     


      

 

 

1 1 2 2

1 2

1 2

1

1

n n i m x n i m x
m

ni m x i n t i m x i n t

i m x n t i m x n tn

u C AG e C AG e

C Ae C Ae

C Ae C Ae

 

   

  
 

 

     

   
        

   

 

  

  

1 2,C C

 0 ,0 i x
mu u x Ae   2 11C C 
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亦即由两个波叠加而成。对于第一个波，其相速度为 ，根据

，当 时有 ，从而第

一个波的相速度趋向于 ，这与微分方的真解的相速度是一致的。然而第二个波

的相速度为 ，而且其波动的振幅每增加一个时间步长就会改变一次符号，这

种情况在大气的实际波动中一般不存在，它是采用差分计算时出现的一种虚假波

动，因此称其为“计算波”或者“计算解”。与之相对应，称第一个与微分方程

真解性质相近的解为“物理波”或者“物理解”。 

【小结】差分方程的计算解和物理解 

(1) 物理解是和微分方程的真解相一致的有意义的解； 

(2) 物理解和计算解的相速度符号相反； 

(3) 计算解是“虚假的”，只要对时间、空间的一阶导数采用三层差分格式(如中

央差分)，就会出现计算解； 

(4) 计算解是差分解的误差来源之一，是差分方程中带有普遍性的误差，其振幅

的变化特点是每增加一个格点，就改变一次符号。 

 

8. 有限网格下的误差 

(1) 振幅和相速度的误差 

由前面得到一维平流方程的中央差分方程的解为(为方便推导，假设 A=1) 

 

假设在 n=1 时刻，采用时间向前差分，有 

 

将得到差分解 代入上面的式子，有 

1c 




11 sin
t

  


, 0x t  
, 0

1lim arcsin sin
x t

c t x c
t x

  
  

      

c

c

    1 11 1 *
i m x n t i m x n tnn

mu C e C e
  
 

   
        

      

 1 0 0 0
1 12m m m m

c xu u u u
t  


  



 *
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于是方程可以化为 

 

在前面的定义中我们有 即 ，从而可以得到 

 

所以  

 上述中第一个解为物理解，相速度为 ，表明

差分格式的使用使物理解的相速度与原来微分方程的真解产生了偏差。下表给出

了在 是，不同波长 L 下 的值，可以发现， ，也就是说，差

分格式的使用使得波动传播的相速度减慢，且波长越短，相速度减慢得越多，

误差也就越大。 

 
▲ 中央差分格式造成的相速度与振幅的误差 

 第二个解为计算解，它的移动方向与物理解的移动方向相反。由表格可知，

 
 

     

     

 
 

* 11 1 1 11 1
* 00 1 11 1

1 10
1 1 1

1 10
1 1 1

1 2 cos1
1 11

1

1

i m x

i m x t i m x t i t i t i t
mm

i m x i m x mm
e

i m x i m x
m

i m x i m x
m

u C e C e C t eu C e C e
u C Cu C e C e

u C e C e

u C e C e



      

 

 

 





   
            

   

 

   


   


         
        
   

   

除以

 
 

* 0
1 1 1

* 0
1 1 1

1

1

i x i x i x
m

i x i x i x
m

u C e C e e

u C e C e e

  

  

  


     







   
    

 

 

1

1

2 cos 1
2

2 cos cos sin 1 sin

i t i x i xC t e e e

C t t i t i x

  

    

       



       

11 sin
t

  


sin sint x      

1 2
1 cos 1 cos,
2cos 2cos

t tC C
t t

 
 

   
  

 
   1 cos 1 cos

2cos 2cos
i m x n t i m x n t nn

m
t tu e e

t t
     

 
         

 
 

1
1 arcsin sinc tc x c

t x



      

0.75c t
x

 
 


1c

c
1 1c
c


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波长越短，计算解的振幅越大，计算解的影响越明显；当 时，计算解的

相对振幅不到 。所以，提高网格的分辨率不仅有利于提高相速度的准确率，

也能够极少计算解的影响。 

 

(2) 频率误差(时间截断误差) 

 以惯性振荡为例，它反映了旋转地球上均匀气压场中的大气水平振荡 

 

① 中央差格式(显示格式) 

 其格式为 ，设数值解为 ，代入可求得 

 

此时有 ，所以采用中央差格式的计算频率大于真解频率。 

② *梯形格式(隐式格式) 

 梯形格式的差分格式为 

 

将解的形式代入有， 。将其展开得到 

 

上式若要成立，必须有等式两边的实部与虚部相等，即 

 

利用三角函数的半角公式与恒等变形，注意到 

8L x 

1
10

 0

0

0

W u iv i t

du fv
dWdt ifW W W e f

dv dtfu
dt

  

         
  


1 1 2n n nW W if tW     0
Ei n tnW W e  

 12 sin 2 arcsinE Ei t if t f t
t

        


 1 arcsin 1E f t
f t




  


 
1

2 1 1
1 1 2

n n n
n n n n

n n n

W W if tW if tW W W W
W W if tW


 

 

          
   

两式相加除以

 1 1
2

i ii t i tif te e  
   

 cos sin 1 cos sin 1
2i i i i

if tt i t t i t   
         

 

cos 1
cos 1 sin sin 22

sinsin cos 1
2 cos 1 2

i
i i

i

i
i i

i

t f tf tt t t
f t t f tt t

t


  

 


                   
   
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所以有  

此时有 ，故采用梯形隐式格式得到的计算频率小于真解

频率。 

 

[注] 二者的比较如下： 

 

(下标 E, i 分别表示差分格式为显示和隐式) 

(3) 波数误差(空间截断误差) 

 设某要素场的变化可以用波动 表示，则 ，令 ，则

有 

 

我们称 为微分方程 对应的波数，称 为用差分方程代替

 
2sin sin 1 costan

2 1 cos 1 cos sin sin
   

   


  
 

2tan arctan
2 2 2
i

i
t f t f t

t
            

2 arctan 1
2

i f t
f t




     

i xu e  i xu i e
x





x m x 

   1 11 1 1 sin sin
2 2

i m x i xi m x i m xm mu u x xe e i e i e
x x x x

                  

 i xu i e
x





* sin x

x
 



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后对应的波数(差分解波数、计算解波数)，显然，有 。 符

号用来反应空间差商代替空间微商时引起的波数误差， 越大表示空间差分格

式的精确度越高。 

 

 中央差分格式使得波数减小。由上表可知，缩小网格间距(亦即提高网格精

确度)可以减小误差。 

 

*[注] 减小波数误差的另一中方法——构造高阶差分格式 

例如对于一阶偏微商的四阶差分格式为 

 

计算波数解为 ，从而 

 

可见四阶的精度要比一阶的精度高。 

 

(4) 群速度误差 

 

 相速度是等相位面移动的速度，而群速度是波包移动的速度。当相速度与群

速度相一致的波称为非频散波，否则称为频散波。 

 对于一列单频波 ，其相速度为 。群速度

* sin 1xR
x

 
 


  


R

R

   1 1 2 2
1 4 1

2 3 6m m m m
m

u u u u u
x x    

             

8sin sin 2
6
x x

x
   



8sin sin 2 sin 2sin sin 2
6 6
x x x x xR

x x x
    

  
      

  
  

 cosy A x t  
2L fc

T k
 


  
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的计算公式为 (参考笔者整理的《动力气象学》笔记)。通过前面的推导

可以知道，对于一维线性平流方程，中央差分格式的物理解对应的频率为

； 而 对 于 梯 形 隐 式 格 式 ， 其 对 应 的 频 率 为

，这样，可以求得两种格式对应的群速度： 

 

由此可知，在无论是显性格式还是隐式格式，其群速度均与相速度不等(相速度

就是用相应的 除以波数)。因此，差分格式使得波动变成了频散波，产生了计

算频散。 

【小结】 

(1) 差分方程的波动解在波的频率、波数、振幅、相速和群速度等方面都有误差。 

(2) 中央差(显式)格式使振动加快，梯形隐式格式使振动减慢； 

(3) 相速度偏小是各种差分格式的通病，对于中央差格式，它使得波数减小，振

幅增大； 

(4) 差分使非频散波变为频散波； 

(5) 对有限网格距的差分格式上述误差总是存在，尤其是当波长较短时偏差明显;

但当波长远大于空间格距时，差分格式的各种误差都比较小。一般取空间步

长 可有效控制误差。 

 

9. 非线性计算不稳定 

(1) 非线性计算不稳定的产生 

 对于一组非线性偏微分方程，其满足相应的线性稳定性判据，在一段时间内

非线性差分方程计算稳定，但是随后计算结果突然迅速增长。这种因非线性作用

而产生的不稳定称为非线性不稳定。 

 

g
dc
d






 1 arcsin sinE x
t

   


2 arctan sin
2i x

t
      

2 2 2 2

cos cos, 11 sin 1 sin
4

iE
gE gi

dd x xc c c c
d dx x

  
    

 
   

   



10x L 
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(2) 非线性计算不稳定的特点 

① 满足线性稳定性条件时仍会发生，具有突变性的特点； 

② 不能通过缩短时间步长来解决； 

③ 和差分方案有关，和初值有关，初值中的常数对计算稳定性起重要作用。 

【线性计算不稳定 VS 非线性计算不稳定】 

· 线性计算不稳定：当 发生，其函数值增长较慢，波形和传播速度保持

较好； 

· 非线性计算不稳定：函数值增长迅速，突然出现不稳定，短波振幅增长，波

形和传播速度变化较大。 

 

(3) 产生原因——混淆误差 

 菲利普斯(Phillips)在 1959 年积分非线性涡度方程时，发现了非线性计算不

稳定的现象。他认为波与波之间的非线性相互作用产生短波，有限网格不能正确

区分短波而造成混淆现象，混淆误差可能引起计算不稳定。 

 

 设 x 轴上有一段区间 ，共有 M+1 个点，将其 M 等分，则 。一

个简谐波至少需要三个点(表现出一个波长的图形)，所以 5 个点最对表现两个波，

从而 M+1 个点最多只能表现 个波，故有 

 

即有限网格下能识别的最短波长为 ，或者说有限网格只能反映波长大于

的波。 

 将 在格点 上的值 进行级数展开，有 

1tc
x






xL xL M x 

2
M

min min 2
2 x
M L L M x L x      

2 x 2 x

U m mU
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假设 中只包含了 两种波数的波，利用三角函数公式，于是两种波动分别

写成 ，根据欧拉公式 ，

将波动用复数形式表示(注意此时实部表示真实振动)，有 

 

也就是说，进过非线性作用后，会产生波数为 的新波，如果 ，

那么此新波的波长小于 。 

 若 ，令 ，则 ，若做运算 

 

显然，由于三角函数的周期性，新波 在有限网格上被歪曲为波数为 S 的波，

并且伴随有相位的改变，从而造成了混淆现象。 

【小结】混淆现象产生的经过 

① 有限网格只能反映波长大于 的波； 

② 由于非线性作用，会产生波长较短(波数较大)的新波； 

③ 新波在有限网格上被歪曲，波数和相位发生改变，造成混淆现象。 

【注】发生能量反馈的波的波长在 和 间, 造成短波能量虚假激增，导致

不稳定。在这个过程中，网格点上的函数值并没有被歪曲，只是波数和函数的空

间导数被歪曲。 

(4) 克服办法 

· 抑制高频波和短波：空间、时间平滑，加入水平扩散项𝜇𝛻2A（减少往短波堆

积的能量），采用抑制短波的差分格式 

2

0

2 2

0 0

2 2cos sin

2 2 2 2cos sin cos sin

M

m k k
x x

M M

k k k k
k k

U a x b x
L L

m ma m x b m x a b
M x M x M M



  

    



 

 
  

 

               



 

mU 1 2, 

   1 1 1 1 2 2 2 2cos , cosu A x t u A x t       cos sinie i   

       1 2 1 21 1 2 2 i x ti x t i x te e e              

1 2  1 2 2
M  

2 x

1 2 2
M    1 2S M    

2
MS 

   

   

1 2

1 2

2 2 2cos cos cos

2 2 2sin sin sin
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    

    

 
 


    

1 2 

2 x
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· 构造能量守恒的差分格式(避免能量虚假增长) 

· 采用谱方法(避免空间导数被歪曲) 

 

10. 平滑和滤波 

 平滑是指用某点周围点的值进行加权平均来代替该点的值，对空间平滑可

滤去短波；对时间平滑可滤去高频波。 

(1) 一维平滑 

 设某谐波函数为 ( 为波数， 为初位相)，将其写

成离散化形式，有 

 

定义平滑算子 ，其中 称为平

滑系数，表示不同的平滑强度。因为涉及 三个点，又叫三点平滑。根

据该平滑的定义可知，边界点不参与平滑。将离散化的谐波函数代入平滑算子中： 

 

由此可见， 经过平滑以后，振幅发生了改变，而波数和初位相没有发生改变。 

 定义响应函数 

 

它是平滑后的振幅与平滑前的振幅的比值，表示平滑运算对某种尺度波动振幅

的增长情况。由上面的表达式可知， 与平滑系数 、波长 和网格间距 都

有关。在实际情况中，还可以进行多次平滑。但是平滑次数越多，振幅衰减越严

重，即便对与波长较长的波动，多次平滑后振幅也会出现相当严重的衰减。所以

一般采用不同平滑系数进行多次平滑，目的是使得能够略去短波分量，但是对长

波分量的衰减要尽量的小一些，此时的响应函数为 

   cosf x A x   2
L
  

 cos ,i i if A x x i x    

     1 1 1 12 1
2 2i i i i i i i i
s sf f f f f s f f f           s

1, , 1i i i 

 
 

   1

1

1 1 c
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coo
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s s
s

i i
i i

i i

f A x
A s x

x
f x

f A x x

  
 




 




      
   

    


if

    2, 1 1 cos 1 2 sinA xR s L s x s
A L
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      
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其中 为不同的平滑系数。 

【注】这种多重平滑也称为一种滤波器。让低频波通过，高频波被滤去的多重平

滑算子称为低通滤波器；让高频波通过、低频波滤去的多重平滑算子称为高通滤

波器；让某一频带的波通过，其他波滤去的多重平滑算子称为带通滤波器。 

 

(2) 二维平滑 

· 方式一：同时沿 和 方向做平滑，再求两组平滑的算数平均值 

 沿 x 方向：  

 沿 y 方向：  

 加权平均后有 ，

由于涉及 5 个格点，故称为五点平滑。设 ，可得其响应函数为 

 

· 方式二：先沿某一方向，再沿另一方向平滑 

 先沿着 方向求平均，有  

 再沿着 方向求平均，有  

 进行化简如下： 

 

上式中包含了九个点的值，故称为九点平滑。其响应函数为： 

2
1 2

1

1 2 sin
m

m r
r

xR R R s
L




   
 
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x y
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sf f f f f    
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 
,

i ii x ly
i jf Ae   

* 2 21 sin sin
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x l yR s      
 
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2
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需要指出的是，对于 的长波，五点平滑的振幅要比九点平滑衰

减得慢一些，因此我们常用五点平滑公式。 

 

11. 坐标系与 坐标系 

(1) p 坐标系的优缺点 

· 优点：垂直运动和连续方程都变为诊断方程，方程形式简单；不含密度 。 

· 缺点：下边界条件复杂，遇到地形时出现新的边界条件。p 坐标系成立的前

提是静力平衡，因此对中小尺度非静力过程不适用。 

(2) 坐标系的定义 

 坐标系下，垂直坐标的定义为： ，式中 表示大气

上界的气压，一般取某一常数或者 0； 表示地面气压。根据定义，

有： 

 在地面处，有 ；在大气上界处，有 ； 

 坐标系与 p 坐标系一样，其值随高度均减小，其中 坐标系又是一种无量

纲的、在 0~1 之间取值的坐标。 

 在 坐标系中，垂直速度的定义为 ，由前的定义，可知 

 

上下边界变得极为简单。 

 

(3) , 坐标系间的一些转换关系 

 对于任意变量 ，如下关系式恒成立 

* 2 21 2 sin 1 2 sin
2 2

x l yR s s       
  

2 , 2x yL x L y   

p 





 *
T T

s T

p p p p
p p p

  
 

 Tp

 , ,s sp p x y t

1sp p    0Tp p   

 

 d
dt
 

0, 0; 1, 0       

p 

 , . ,F x y p t
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【注】从数学上来说 的自变量是

， 的自变量是 且 还是中间

变量。 

上式两端对 ( )求偏导，有 

 

由 ，得 ，于是上式可写为 

 

由此导出 两坐标的二维微分算子转换关系 

 

若 式两端对 p 求偏导，有 

 

若取 位势高度场 ，则有  

(4) 坐标系的优缺点 

 坐标系的下边界条件变得极为简单，便于研究地形对大气运动的影响。

但是 坐标系中的水平运动方程变得十分复杂。在地形陡峭的地方，气压梯度

力为两个大量之间的小差，难以计算准确。 

 下面来讨论一下 坐标下的压强梯度力项。利用前面提到的转换公式。将 p

坐标下的表达式写到 坐标下为： 

     , . , , , , , , , *F x y p t F x y x y p t t   

  , , , , , ,F x y x y p t t
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上式表明，在 坐标中的水平压强梯

度力由两项组成，如左图所示，在地

面地表坡度很大的地方，将微分用

差分近似(取 )有： 

 

而上述的两项的数值很大，但符号相反，因此，采用 坐标系并没有解决处理地

形问题存在的困难，而是把 p 坐标系下边界条件的复杂性转变为水平气压梯度

力的计算精确性。 

克服的办法： 

① 将 坐标面的资料垂直内插到 p 坐标面，在等压面上计算气压梯度力； 

② 在格点上假定一平均气压廓线，从两项中扣除静力分量； 

③ 设计精确的差分格式； 

④ 采用 混合坐标，低层用 坐标，中高层用 p 坐标。 

 

12. 地图投影有关知识 

(1) 地图投影的概念 

 按照一定的数学条件(假想一个光源放在地球的某个位置)，把球形的地球表

面展绘于平面图上。 

(2) 地图投影的误差：距离误差、面积误差、角度误差(形状误差) 

 距离误差是指投影面上长度的放大或缩小倍数随地点或方向而改变。面积误

差是指投影面上面积的放大或缩小倍数随地点而变化。角度误差或形状误差是指

投影面上任何两条交线的夹角不等于地球上相应两条交线的夹角，或者投影面上

某一地理区域的形状与地球上相应区的形状相似，这种类型的地图投影误差称为

* *
*p p p

p 
 




           
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
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
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p  
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角度误差或形状误差。 

(3) 地图投影的种类 

 

① 正形投影：保持夹角不变的投影方式，即经过投影后地球上任意两条交

线的夹角保持不变。目的是保证图上风向的准确性气压系统的形状、移

动方向和实际相同，正形投影虽然没有角度误差，但有面积误差。 

② 等面积投影：在等面积投影面上，各地点面积的大小或缩小倍数均相等。

即投影面上任意地理区域的面积都与地球表面上相应区域的面积成一定

比例关系，这种地图投影没有面积误差，但有形状误差。 

③ 等距投影：既不等角又不等面积的投影称为任意投影。在这种地图投影

中既有形状误差，也有面积误差。等距投影是一种任意投影，指沿某一

特定方向之距离，投影之后保持不变，即沿该特定方向长度之比等于 1。 

(4) 投影面、映像平面与地图 

 投影的投射面叫做投影面或映像面，它可以是平面，圆锥面或柱面(曲面)。

例如极射赤面投影的投影面为平面，兰伯特投影的投影面为圆锥面，而麦卡托投

影的投影面为圆柱面。投影面沿某一条经线切开所展成的平面称为映像平面。地

图就是指映像平面按照地图比例尺缩小后的图。 

(5) 切投影、割投影与标准纬度 

 投影面与地球表面相切于某一纬圈的投影称为切投影；投影面与地球表面相

割于一个或两个纬圈的投影叫做割投影。映像面平面与地球表面相交的纬度称为
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标准纬度，在标准纬度上，映像面上的距离精确地等于地球表面上相应的距离。 

(6) 地图放大系数 m 

 

性质：对于进行投影 m 仅是度的函数；对于同一点，任意切线方向上放大系数

的均相等；在标准纬度上 m=1。 

(7) 正形投影的三种形式 

① 兰伯托投影(Lambert Projection，圆锥投影，适用于中纬度温带地区)  

以圆锥面作为投影面，使圆锥面与地球面相切或相割，将地球面上的经

纬线投影到圆锥面上，然后把圆锥面沿一条母线剪开展为平面而成。其标准

维度为 （圆锥与地球相交的两个纬线圈位置） 

 

 

图 1 兰伯特投影示意图 

② 极射赤面投影(Stereographic Projection，半球投影，适用于高纬度寒带地区)  

标准纬度为  

m 
投影面上的距离

地球上相应的实际距离

° °30 N,60 N

°60 N
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图 2 极射赤面投影示意图 

③ 麦卡托投影(Mercator Projection，圆柱投影，适用于低纬度热带地区)  

设想一个与地轴方向一致的圆柱切于或割于地球，按等角条件将经纬网

投影到圆柱面上，将圆柱面展为平面后，得平面经纬线网。投影后经线是一

组竖直的等距离平行直线，纬线是垂直于经线的一组平行直线。各相邻纬线

间隔由赤道向两极增大。标准纬度是  

   

 

° °22.5 N 22.5 S，
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图 3 墨卡托投影示意图 

[注] 地图放大系数在三种投影中的特点：在标准纬度上 m=1；在每种投影的适

用区域，m<1；在适用地区之外，m>1(可以结合投影的特点去理解)。 

(8) 地图投影坐标系 

 
 正交曲面坐标系 

 沿坐标线的单位矢量方向空间点位置的变化而变化的坐标系。 

 通过坐标系的转换，建立地球上的微元与映像平面上微元之间的数学关系，

从而建立地图投影坐标系。 

 

 

13. 数值天气预报模式 

(1) 关于模式的几个概念 

① 模式大气：实际大气包含了各种时空尺度的大气运动，其中发生的物理

过程也各种各样、复杂多变。为了使数值天气预报得以实现，在不失去

大气主要特征的前提下，需要将非常复杂的大气理想化。这种简化后的

大气模型所描述的大气称为模式大气。 

② 噪音及危害：诸如重力波、声波这些对大尺度运动意义较小或几乎没有

意义的快播，在气象上称为大尺度运动的“噪音”。他的危害体现在：直

接利用原始方程做预报时，由于其中预报量比方程中的大项(气压梯度力
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项、科氏力项等)小一个量级以上，若计算不加任何处理，则由于资料及

计算中的误差，容易使“噪音”被虚假扩大，以致掩盖的有天气意义的

运动。 

③ 数值预报模式 (大气数值模式)：指进行气候值模拟预测和天气预报的数

学方案；或者说针对一定的模式大气，用以描述它的特征和运动规律的

闭合方程组及其求解方法。称为数值预报模式。它包括以下几个方面：

预报方程组(核心)及其定解条件、数值求解的近似方法与客观分析(数值

求解方法)、水平网格、垂直分层和地图投影。 

 

(2) 数值天气预报模式的分类 

 根据水平运动方程采用的形式，数值天气预报模式分为过滤模式和原始方程

模式两大类型。 

① 过滤模式 

 大气运动基本方程中包含声波、重力波、惯性波、长波、超长波等基本波

动，通过对基本方程进行简化，起到滤波的作用，这些简化后的方程构成过滤

模式，描写经过简化的模式大气中的运动。过滤模式的基本方程组有：由水平运

动方程的变形即简化后的涡度方程和散度方程，以及相应的热力学方程、静力学

方程、连续方程和状态方程，其特点是：采用准地转近似或准无辐散近似滤除了

模式中的重力惯性波。 

 

② 原始方程模式 

 原始方程模式的方程组有：由原始形式的水平运动方程，以及相应的热力学

方程、静力学方程、连续方程和状态方程。其特点是：模式中包含了重力惯性波。 
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 两种数值模式的比较 

(1) 原始方程模式中可以描述风压与气压场之间的适应过程，这一过程是通过重

力惯性外波的频散来实现； 

(2) 过滤模式出现风压场不适应时，则是通过地转近似或者其他风压场的诊断关

系加以调整，这种关系是强加的，而不是大气中自然的物理过程来实现。 

 

14. 正压原始方程描述的物理过程及其守恒量 

 

(1) 运动的垂直尺度远小于水平尺度(即浅水情形)； 

(2) 允许整层的辐散辐合，辐散辐合引起的流体堆积或减少反映在自由面的起伏

上； 

(3) 自由面的变化导致水平气压梯度力的变化，进而引起流场的调整(惯性重力波

的频散)； 

(4) 流场调整达到准地转平衡状态后，扰动信号以 Rossby 波的形式传播，相对

涡度的改变由自由面起伏和环境涡度变化所引起。 

满足的守恒：质量守恒、总机械能守恒(不考虑热力过程)、位涡守恒。 
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15. 正压原始方程模式的空间差分格式及其守恒性质 

 一个合理的有限差分方程应该保持对应微分方程的物理特性，微分方程满

足的守恒性质差分方程也要满足，这样才能保证差分方程的数值解能沿着正确的

途径逼近微分方程的解。按照一定的守恒性质构造的空间差分格式称为守恒的空

间差分格式。 

 微分方程组：闭合区域内积分； 

 差分方程组：闭合区域内所有的网格点求和 

(1) 差分格式中的一些缩写符号 

 
① 半个网格点 

 

② 整个网格点中央差 

 

③ 其他的整个网格 

 

【记忆方法】 

 只出现一个上标或者下标的，是半个网格的格式。其中带下标不加一杠代表

差分；带上标加一杠表示平均； 

   1, 1, , 1 , 1
1 1,

2 2
x y
x i j i j y i j i jA A A A A A

d d      

   1, , 1, , 1 , 1,2

1 12 , 2
4

xx
i j i j i j xx i j i j i jA A A A A A A A

d        
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 上小标都在且加一杠表示全网格中央差分； 

 上下标的 x，y 表明是沿着那个方向进行运算。 

 

(2) 两种守恒格式的比较 

 

(3) 一次守恒格式的构造(平流+通量方程) 

 通量方程： ；平流方程：  

 将通量方程对某一闭合区域积分，根据二维的散度定理有 

 

上式中 n 表示区域 S 边界的法向量，L 表示区域 S 的边界，Vn表示边界的法向速

度。对于闭合区域，边界与外界之间没有通量的交换，所以边界法向速度为 0，

故上式积分为 0。它表明，F 的平均值在区域 S 内守恒。 

 对于通量方程，构造中央差分格式如下 

 

下面证明这样的差分格式是满足守恒的。对右

图所示的区域 S 内各格点求和，得到 

 

式中 为面积元(网格间距 d 要足够小)，上式结论的得出已经用到了如下的

边界条件 

  0F F
t


   


V   0F F

t


  


V

  0n
S S S S

FdS F dS F dL FV dL
t


         

    V V n

    0
x yt

t x y
F Fu Fv  

   
, ,

0

2,3, , 1, 2,3, , 1

x yt
t x y

i j i j
F S Fu Fv S

i M j N

        

   

 
 

2S d 
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根据矢量运算法则 ，可以得到 

 

因此可以得到平流方程的差分格式为 

 

采用和通量差分格式一样的证明方法，容易得到上式也是守恒的。 

 

(4) 二次守恒格式的构造(平流+通量方程) 

 

和(3)中一样，方程两边对闭合区域 S 积分，得到 。构

造如下的差分格式 

 

下面证明，该格式是守恒的。首先我们来看一下 的表达式如何。 

 

根据 ，有 

 
1 1, ,1, 2, 1, , 2 2

,1 ,2 , 1 , 1 1, ,
2 2

0
,

& 0
, 0

x x

j M jj j M j M j

y y
i i i N i N

i i N

u u
F F F F
F F F F v v






  
  

     


闭合区域边界法向速度为

   F F F      V V V

   

   

F FF F F
t t

F FF F F
t t

 
        

 

 
        

 



V V V

V V V

      0
x yt x y

t x yx y
F Fu Fv F u v    

 
2 2 2

0 0
2 2 2

FF F F FF
t t

    
                   

两边同时乘以V V V

2 2

0
2 2S S

F FdS dS
t


   

   V

    0
t x x y y
t

x y
F F u F u  

 x x

x
F u

1 1 1 1, , , ,
2 2 2 2

1 1 1 1, , , ,
2 2 2 2

1 1,
2 2

1
4

x x

i j i j i j i j

x x

i j i j i j i j

F F F u u u

F u F F u u

   

   

   
      

   
  

    
  

1 1, ,
2 2

1
x i j i j

A A A
d  

 
  

 
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然后我们对前面构造的差分方程两边同时乘以 F，有 

 

同理可得 ，注意到 

 

正好是 的差分格式，根据(3)的边界条件，可知其在闭合区域积分后为

0。于是，对前述的差分方程两边同时乘以 F 后对闭合区域积分，得到 

 

从而可以证明我们构造的通量形式的差分格式是守恒的。 

 对于平流方程的二次守恒形式，我们采用和(3)中同样的方法，可以得到 

 

注意到有恒等式 

 

       

   

1, , 1, , , 1, , 1,

1, 1, 1, , , 1, , , , , , 1, 1, , 1, 1,

1, 1, 1, , , 1, , 1

1
4
1

4
1

4

x x

i j i j i j i j i j i j i j i j
x

i j i j i j i j i j i j i j i j i j i j i j i j i j i j i j i j

i j i j i j i j i j i j i j i

F u F F u u F F u u
d

F u F u F u F u F u F u F u F u
d

F u F u F u F u
d

   

       

    

       

         

    , 1, , 1, 1,j i j i j i j i jF u F u   

   2 2
, 1, , 1,

2
,

, 1, , , 1, ,

,1, 1

, 1, 1, , 1, 1,

, 1, 1, 1, 1, 1 , 1

,

, , ,

1
4

2 22 2 22

i j i j i j i j

i j i

i j i j i j i j i j i j

i j i j

x x

i j i j i j i j i j i j
x

i j i j i j i j iij i j i j

i j

jj

F F u F F u

F

F u F u

F u u u F F

F F u F F u F F u
d

d
F F u F

F

d
u

d

 



 



   

   







 


   

 
    

 








  


2

, , ,

2 2 2
x x xi j i j i j

xx x
F u F

u F Fu 

 
2
, , , ,

2 2 2
y y y y yi j i j i j i j

yy y
y

F F v F
F F v v F Fv  

, , , , , ,

2 2 2 2
x x y yi j i j i j i j i j i j
x yx y

F u F F v F
F Fu F Fv  
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F 

  
 
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    

 

 



      0
t x x y y x y
t x y

x y
F F u F u F u v    
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   
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于是上述的平流方程的二次守恒格式又可以改写为 

 

上述差分方程称为半动量格式或者松野格式。 

 

16. 空间差分格式与地转适应 

正压原始方程组的线性形式为 

 

(1) 一维情形 

 

    0
x y

t x y
t x yF u F u F  

0

0

0

0

u zfv g
t x
v zfu g
t y

z u vH
t x y

    
 

      
            
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【记忆】u 和 z 在相同的格点时，二者的空间差分均采用中央差(例如格式 B、

D)。 

(2) 二维情形 
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容易对于单个变量，容易证明： 

 

 

17. 4 种水平边界条件：固定边界条件(边界上的风、压都不随时间变化)、由区域

内要素值来外推边界上的要素值、海绵边界条件、Davis 边界条件。 

 

18. 3 种给定初值的办法：静处理、动处理、四维同化 

 

19. 正压大气与斜压大气的区别 

(1) 正压：没有密度变化，等温面和等压面重合，没有温度平流，忽略变量的垂

直变化，将三维问题看作二维问题，不包括内能和动、位能间的转换； 

(2) 斜压：等温面和等压面不重合，有温度平流，包含内能和动、位能间的转换。

,
y x yx y xx x

y y x x xz z z z z  
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常见斜压过程：如锋面，气旋的形成，寒潮，降水过程等 

 

20. 次网格尺度过程 

 水汽凝结，湍流对热量、动量和水汽的输送等的时空尺度比大尺度小 1-2 个

量级，计算网格上反映不出来, 称次网格尺度过程。 

 

21. 参数化方法 

 把一些次网格的物理过程，通过大尺度的物理量来描述它们的统计效用，并

作为某些物理量的源或汇包含在大尺度的方程组中。 

 

22. 斜压数值模式与正压数值模式的求解有何不同？ 

(1) 斜压原始方程模式是空间三维的，需要考虑垂直坐标系，而正压原始方程模

式是二维的； 

(2) 斜压原始方程模式需要考虑次网格过程，涉及参数化，而正压原始方程模式

不需要考虑。 

 

23. 资料同化 

(1) 概念 

 综合利用观测、数值模式及其相关的不确定性，尽可能精确地估计大气流动

状态及其相关的不确定性过程。 

(2) 意义 

 利用资料同化将观测数据与上一时刻模式预测的结果相合，可提升对初始场

估计的准确度，进而提升下一时刻预报的准确性。 

(3) 为什么不直接使用观测数据？ 

① 观测的数据覆盖度有限，无法提供空间每一时刻，每个格点的数据； 

② 观测变量与模式变量之间往往存在复杂的非线性关系； 

③ 观测数据也存在一定的误差。 

(4) 应用 
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 为数值预报提供优化的初始场；从理论上理解大气的物理过程；可以对污染

物和温室气的排放源进行反演。 

 

24. 3 类对流参数化方案：对流入侵型、对流调整型、质量通量型 

 

25. 云微物理参数化方案 2 类模型：Bin、Bulk 

 

26. 天气预报报不准的原因？ 

 初值的不确定性、模型本身的不确定性、外部参数的不确定性。主要源于前

两种不确定性。 

 

27. 参数化的概念及需要参数化的原因 

 参数化是一种用简化过程代替太小尺度或者太复杂而无法在模型中用物理

表示的过程的方法。需要参数化的原因有： 

(1) 所涉及的小尺度过程使得直接表示一个过程的计算成本太高； 

(2) 一个过程的复杂性使得直接表示的计算量太大； 

(3) 没有足够的知识来明确表示如何用数学表达一个过程。 
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