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 《气象统计方法》重要知识点整理 

整理：19大气 2班蒋斌 

第一章 气象资料的整理 

 章节思维导图 

 

 

 重要知识点 

一、 单变量资料的基本统计量表示（向量） 

※某一气象要素的 n 次观测，记作一组向量 （以下公式推导

均以该向量为例） 

1. （算数）平均值 

，反映要素在时间上的平均状况。实际应用中常常对一年的 12 个

月份或者某几个月求平均，来反映季节循环，这也方便资料的进一步处理（如去

季节化处理）。 

2. 距平(deviation；anomaly)  

指单个数据与均值之差，即 ，它反映了单个数据偏

离平均值的大小。把原始资料减去均值转化为距平资料的过程，称为“中心化”。

从原始资料序列中减去季节循环，得到年际异常（距平）序列。 

3. 平均差与相对平均差（应用较少） 
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，表示样本各数据相对于均值的平均差异。平均差除以该要

素的平均值，称为相对平均差： 。 

 

4. 方差(variance)与标准差(standard deviation) 

方差表示为： ；标准差为：

（均使用无偏估计）二者均反映了数据整体的离散程度。

（注意用向量表示的方法，便于编程） 

 数据的标准化(( Normalization，Standardization) 

消除由于量纲不同造成无法比较的情况。数据的标准化处理，即用距平资料

除以标准差，表达式为： （该关系要牢记： ）。

标准化之后，不同气象要素之间、或同一要素不同地点之间的异常程度即可

互相比较。标准化数据有两个重要的性质：(1) 平均值= 0；(2)标准差=1. 

 

5. 偏度(Skewness)与峰度(Kurtosis) 

(1) x 的 k 阶中心矩 ，用样本估计为： 。

显然 x 的 2 阶矩 表示方差， 称为标准差。 

(2) 偏度：反映统计分布的偏斜方向和程度，即非对称程度，表达式为

。偏度>0（正偏态），此时数据位于均值左边的多，因为

有少数变量值很大，使曲线右侧尾部拖得很长，在图上表现为长尾在右，高

峰在左，整体呈现分布右偏，负偏态则反之。偏度为零，表示数值相对均匀

地分布在平均值的两侧，但不一定是对称分布。 
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(3) 峰度：概率密度分布曲线的陡峭程度，表达式为 。峰度越

大，概率密度分布曲线更陡峭。正态分布的峰度恒等于 3。 

 

6. 协方差(Covariance) 

现在对两个气象要素 x 和 y 同时观测 n 次，得到它们的观测序列：

。则 x 和 y 总体的协方差的无偏估计为： 

 

协方差表征两变量的协同变化或密切程度，具有对称性： ，由此也可以

知道，方差是协方差的特例。 

7. Pearson 相关系数(Correlation coefficient) 

用来度量两个变量之间的线性相关程度,，表达式为： 

 

上式表明，当数据经过标准化处理后，其相关系数等同于协方差。同样的，相关

系数具有对称性即 ，取值范围为 。相关系数的一些性质，可以通过

一些数学上的推到得出。比如： 

概率论公式回顾： 
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(1)  ； 

(2)  

 
 

 等级相关系数(Spearman 秩相关系数) 

将原始数据 x 和 y 分别从小到大（或从大到小）排列，把排列后各数据的位

置序号(称为“秩次”)作为新的秩数据 ，然后对 计算简单相关系数。 

 

二、 多变量资料的统计量表示（矩阵） 

假设有 m 个因子，对每个因子均同时进行 n 次观测，那么此时便可用矩阵来

表示这些数据，我们以摆放为 m 行 n 列为例，有原始资料矩阵为： 

 

1. 均值向量、方差向量以及标准差向量 
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原始资料矩阵 每一行代表一个因子，对每一行均可以进行求均值、方差和

标准差，m 个因子便构成了一个列向量： 

；  

2. 协方差矩阵（注意对角线上的元素意义） 

协方差矩阵可以表示 m 个变量之间的两两关系。把原始资料矩阵的每个因子

的 n 次观测记为一个随机变量向量： ，原始资料阵为：

于是协方差矩阵可以表示为： 

 

由协方差的性质可知，协方差矩阵是实对称矩阵，且对角线上的元素表示每个因

子的方差。 

 对于双变量，协方差为 ，也就是距平乘积的均值，于

是我们可以先计算得到原始资料的距平阵，记为 ，那么有： 

 

由此可以计算得到协方差矩阵为： 
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3. 相关系数阵 

同上述协方差矩阵一样，写出相关系数矩阵的形式为： 

 

根据相关系数的性质，可知相关系数矩阵也是实对称矩阵，且对角线上的元素得

值均为 1。 

 对于双变量，相关系数为 ，因此先根据原始数据制作

标准化资料阵： 

 

则相关系数阵为： 

 

 用协方差矩阵写出相关系数矩阵 

已知协方差阵 ，求相关系数阵 . 

[解析]：根据协方差的性质，主对角线的元素为每个变量因子的方差，其余位置

的表示不同因子之间的协方差，所以有 

         

根据公式 ，得到 ，故相关系数阵为： 
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三、 区间估计与假设检验 

※ 此部分不需要背诵很长的公式，重在理解，知道如何编程实现。 

1. 主要统计量与服从的分布 

 
2. 三种分布的表现形式 

(1) t 分布（下图阴影部分为拒绝域） 

 

(2) 卡方分布（下图黄色部分之外为拒绝域） 
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(3) F 分布（下图黄色部分之外为拒绝域） 

 
三种分布中，只有 t 分布是对称的。正确记住不同分布的形式才能写出正确

的拒绝域以及求出临界值。 

3. 术语区分 

(1) 显著性水平与置信水平 

 显著性水平，又叫信度，英文为 significance level，用𝜶表示，是一个小概率，

基于假设检验，正确的表述为：“信度为 0.05” “0.05 的显著性水平”。 

 置信水平，又叫置信概率，英文为 confidence level，用 1- 𝜶表示，是一个大

概率，基于参数估计，正确的表述为：“置信水平为 95%”“通过了 95%的

置信水平”。 

(2) “相关系数很显著”与“相关很高(大、密切)” 

 相关系数很高，是指相关系数的数值(r 或ρ的绝对值)很大； 

 相关系数的显著性程度则对应于显著性水平 𝛼值(或 p 值)：相关很显著是指

𝛼值很小，两总体存在相关的概率很高。 

(3) 当对样本相关系数 r 进行假设检验的结论为“拒绝原假设 ”时，

常描述为：“相关系数通过了显著性水平为𝛼的显著性检验”，其等价描述有： 

 从 的一对总体中随机抽样得到相关为 r 的一对样本，是个小概率事件； 

F1- /2 F /2
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 两总体存在相关( )的可能性很大 ，相互独立( )的可能性很小； 

 “ 为真( )的情况下,却拒绝 ”(犯第一类错误,弃真)的概率为𝛼。 

 

4. 应用 

(1) 两均值检验与合成分析法 

对有特殊气候现象的年份的某一气象要素求均值，将其与正常年份的均值进

行比较。 

(2) 两均值差异检验与检测极端气候事件 

 检验样本 x 中的某个数据 与其他数据是否有显著差别，相当于“两均值差

异检验”的特殊情况：一个样本的容量为 1（即 ），另一样本容量设为

（  ，表示除 以外的其他所有数据）。则可以假设 ： 与其他数据的均

值无显著差别，原统计量 调整为  
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第二章 回归分析 

 章节思维导图 

 

一、 一元回归模型 

1. 一元回归模型概述 

随机变量 y(预报量)的取值与一个预报因子 x 之间存在关系： 

 

称这是以 x 为自变量，以 y 为因变量建立的一元回归模型（或者“对 x 建立

关于 y 的一元回归模型”“建立 y 对 x 的一元回归模型”）。x 称为自变量、回

归变量，y 称为因变量、响应变量，回归模型中 的取值由两部分组成： 

(1) 关于 x 的线性函数 β0 + β x ，β0 和 β 都是不依赖于 x 的常数，称为回归系数，

但它们的取值是未知的； 

(2) 随机误差𝜺，服从正态分布 N(0, σ2),  是 x 以外的其他各种因素导致的 y 的随

机误差，属于 y 中“不可控部分”。 

▲ 进一步理解回归模型 

(1) x 不是随机变量，是可以精确控制或观察的变量； 

(2) 对于一个确定的 x， y 的取值具有随机性，但 y 的数学期望 β0 + βx 是确定的,  

y 值围绕期望上下波动。 

 

 2
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y
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2. 回归模型的求解（最小二乘法） 

我们的目的是已知 x0 的值，估计出它对应的 y0 ，依据公式 y0 = β0 + β x0 +𝜀 ，

需要：(1)把 x0 代入得 y0 的期望 μy0 = β0 + β x0；(2)根据𝜀的方差，得到的 y0 的置

信区间。因此，问题的求解便转化为：(1) 估即回归系数 β0和 β 的值；(2) 估计

𝜺的方差。 

 

方法：根据观测得到 x和 y数据进行线性拟合，得到回归方程 。

分别是对 的估计。实际的 与估计的 总是存在差异，称 为残差，

故又有 。采用最小二乘法求解拟合的回归系数： 

 

▲ 回归方程的性质 

(1) 样本中心点 必过回归直线； 

(2) ； 

(3) 回归系数的符号(正负)取决于 （ 的离差乘积）的符号； 

(4) 当 y 和 x 都是距平资料时(即𝑥 = 𝑦 = 0 )，有 b0=0，于是回归方程变为：

，回归系数的含义：当 x 的变化(距平)为 1 个单位时，y 距平的估计值； 

(5) 回归系数与相关系数的关系： 

0ŷ b bx  0,b b

0,  y ŷ ˆe y y 

0ˆy y e b bx e    

  

 
1

0
2

1

;

n

i i
i

n

i
i

x x y y
b b y bx

x x





 
  







 ,x y

 0ŷ b bx y bx bx y     

 ,Cov x y ,x y

ŷ bx
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对比上述两个表达式，可以得到回归系数与相关系数之间的关系： 。可

以看到 同号，其正负都取决于 （或者 的离差乘积）的符号。（考

虑 是否为标准化数据，关系又会有变化） 

 

3. 回归问题的方差分析——衡量回归效果 

 

 

称为总的方差，记 ，其中 U 被称为“回

归平方和”，反映因子 x 的变化对 y 的贡献；Q 被称为“残差平方和”(或“剩余

平方和”)，反映除 x 以外的随机因素 e(e=y-ŷ)的影响。对于固定的样本容量 n，U

越大 Q 越小，或者说 U 占总方差的比重越大，表明回归效果越好。下面讨论一

  

 

  

   
1 1

2
2 2 2

1 1 1

1
1

1 1
1 1

n n

i i i i
xy xy xyi i

xyn n n
xx x x y

i i i
i i i

x x y y x x y yS s snb r
S s s sx x x x x x

n n

 

  

   
    

  
 

 

  

y
xy

x

s
b r

s


,b r  ,Cov x y ,x y

,x y

       

   

22 2

1 1 1

2 2

1 1

1 1 1ˆ ˆ ˆ
1 1 1

1 1ˆ ˆ
1 1

n n n

yy i i i i i
i i i

n n

i i i
i i

s y y y e y y y y y
n n n

y y y y
n n

  

 

            

   
 

  

 

yys    2 2

1 1

ˆ ˆ,
n n

i i i
i i

U y y Q y y
 

    
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下 的有关性质。 

 根据 的表达式写出 ，并做一定的变换如下： 

 

又根据回归系数与相关系数的关系： ，代入上式，可得关系式： 

 

基于上述关系，可以确定 的计算方法，如下： 

（大写的 表示离差乘积和） 

 

4. 回归模型的假设检验与区间估计 

(1) 剩余方差的估计 

， 称为剩余方差， ，剩余方

差 σ2的无偏估计量为：  

(2) 回归系数β的区间估计和检验(t 检验) 

 

，此时

, ,U Q U
Q U

,U Q U
Q U

 

 

 

 

 

 

2 2 2
2 20 0
ˆ 2 21 1 1
2 2

2 2 2

1 1 1

ˆ
n n n

i i i
y i i i x

n n n
y y

i i i
i i i

y y b bx b bx x xs sU b b
U Q s sy y y y y y

  

  

    
    

   

  

  

y
xy

x

s
b r

s


2 2, 1xy xy
U Qr r

U Q U Q
  

 

,U Q

 

2
2

21

xy xy
yy yy xy xy
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yy yy xy

S S
U S r S S bS

S S S

Q S r S bS


   


    

xyS

 2~ 0,N  2  2
2 2~ 2 2Q Qn E n

 
     
 

2ˆ
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Q
n

 

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是一个随机变量，它的方差为 ，从而上式可以

继续化简为： 

 

因此有 ，也即 ，根据(1)，显然有 t 分布： 

 

据此可以解出𝛽的置信水平为1 ― 𝛼的区间估计为：  

(3) 回归系数的显著性检验(F 检验) 

回归方程的显著性检验，即检验两“总体”之间是否存在回归关系(β是否=0) 

假设 H0： 总体的回归系数β=0，使用的统计量：  

 

相关系数检验时，有统计量 ，因此可以说，一元回归

方程的检验等价于相关系数的检验。 

 

(4) 回归函数 β0+βx 函数值（ 𝝁𝒚 ）的估计 

对于某一 ，对应的 的期望的估计 𝜇𝑦0为： ，

采取和(3)一样的推导过程（ ），可以得到： 

 

      2
i iVar y Var y y Var e    

 
2 2

2

1
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

 
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由此解得置信区间为： ，上式可知，区间宽度是

的函数， 时最窄。即:估计的精确性随着与 距离的增大而变差(如下图)。 

 
(5) 新观测值 y0的估计    

对于某一 ，点估计值 ，预测 y0 应在以 ŷ0 为中心的范围浮动，

考虑其方差为 经过化简计算，得到： 

 

求得置信区间为  

▲ 注意(4)和(5)的区别：虽然有 ——这表达了两种含

义：一种是对 的无偏点估计；一种是对 期望 的无偏点估计。对回归

函数检验，是因为回归系数存在置信区间（此处是不包括 的影响的）；而对

新值的估计是因为新值是在回归函数值附近上下波动的，这个波动的产生就

来自 的影响。 

 

二、 多元回归模型 

 
0

2
02

2

1ˆ ˆy
xx

x x
t

n S 
     
    

0x

0x x x

0x 0 0 0
ˆ ˆŷ x  

     0 0 0 0ˆ ˆVar y y Var y Var y  

 
 0 0

2
2 0

ˆ
~ 2

1ˆ 1
xx

y y t n
x x

n S





 
  

  

 2
02

0 0
2

1ˆ 1
xx

x x
b bx t

n S 
       
    

00 0 0 0
ˆ ˆˆ ˆ yy x b bx      

0y 0y
0y




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1. 多元回归模型概述 

设随机变量 y 与 m 个变量 之间存在如下线性关系： 

，  

该模型称为：多元线性回归模型，回归系数 也称为“偏回归系数”。 

 若对 进行了 次观测，得到一组观测值向量 ，根据上述

的模型，可以观测值向量可以具体写为： 

 

写成矩阵的形式为： ，在矩阵 中，每一列代表一个变量的 次观测，

每一行代表第 次观测所有变量的值（这与第一章中提到的每一行代表一个变量

的提法不同）。类比一元回归，对样本进行经验回归计算，得到回归模型为： 

 

（ 是对 的估计） 

 

2. 多元回归模型的求解 

根据最小二乘法原理，b 应使残差平方和 Q 达到最小，其中 

 

于是 ，解得 。需要指出的是，推导过

程中用的是原始资料阵 ，所以上述解向量中， 表示的是 m+1 个因子

的交叉乘积阵， 表示的是 m+1 个因子与 y 的交叉乘积向量。为了能与协

方差建立联系，常常使用距平资料阵，这样， 就可以表示离差乘积阵，

为离差乘积向量。下面在距平资料的条件下，给出相对应的分量形式如下： 

1 2, , , mx x x

1 1 2 2 0m my x x x           2~ 0,N 

i

y n  T
1 2, , , ny y y y 

1
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2
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 上述方程称为求解 bi(i=1,2,…, m)的正规方程组，因此在不使用计算机自带回

归函数求解时，可以先求出各因子与预报量之间的协方差以及各因子之间的协方

差阵，解正规方程组即可。 

 

3. 不同观测资料的回归方程 

(1) 原始观测资料  

(2) 距平观测资料  

▲ 原始资料与距平资料的回归系数都一样，区别在于有无常数  

(3) 标准化变量  

 对正规方程组的第 i 个方程 变形如下： 

 

 而标准化变量的协方差就是相关系数，因此上述方程又可写为： 

 

 类比可以得到，标准化变量的回归系数为： （这一

表达式也给出了标准化数据和原始场数据之间的关系） 

 

4. 多元回归的方差分析·复相关系数 

(1) 回归平方和： ；剩余平方和：  

(2) 的估计——剩余方差 （剩余方差越小，回归效果越好） 
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(3) 复相关系数 

 y 与 ŷ 之间的相关系数，称为复相关系数 R，表达式为：  

又称为回归方程的决定系数（注意不要把决定系数和复相关系数弄混）。当 n

和 m 固定时，复相关系数越大，表明回归效果越好。 

▲ 调整后的决定系数：  

 

5. 多元回归模型的显著性检验和区间估计 

(1) 回归方程的显著性检验 

  检验回归方程的效果，即检验 y 与 之间是否存在线性关系。可

归结为检验以下原假设： ，使用的统计量为： 

 

F 值越大（注意：这里是单侧检验），表明回归平方和 U 越大(相对 Q)，越应

拒绝原假设。因此，若 ，拒绝原假设，认为回归效果显著，即认为 y

与各预报因子之间存在线性关系(回归系数不全为零)。 

  例如，有三种不同类型的回归方程，通过计算 U、Q 得到 F 的值，进而

得到相应的显著性水平 。那么， 的值大小如何体现回归效果呢？对于给

定的 ，当 时拒绝原假设，也就是说， 值越大，越能够通过显著性

检验，从而拒绝原假设，而 值越大，等效为对应的 值越小，所以，在以

“回归方程的显著性水平”为指标时，显著性水平越小，回归效果越好。 

▲ 临界复相关系数 

 

 当 R>Rc时，即 F>Fα , 表明回归方程显著。 
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(2) 单个因子的方差贡献和显著性检验 

 单个因子的方差贡献率： （RC：Rate of Contribution） 

 在没有引入因子前，回归平方和为 0，即 。当引入因子后，U 开始增

大，而 Q 会减小。因此在剔除一个因子后，U 一定会减小，Q 一定会增大。

假设 m 个因子的回归方程的残差平方和为 𝑄𝑚，回归系数为 ，删掉第 i 因

子后新方程的残差平方和为𝑄𝑚―1，回归系数为 , 于是，第 i 个因子的方差

贡献为： 

 

 上式比较复杂，常采用以下公式计算： 

 

 其中， 为因子对应的回归系数， 为 的对角线元素。 

▲ [注意] 是方差贡献而非方差贡献率，它表示的剔除了第 i 个因子以后，

回归平方和的增量( )或者剩余平方和的增量( )。 

 单个因子的显著性检验 

 原假设 ；统计量：  

 

(3) 回归系数、回归函数、新观测值的区间估计（直接给出结论） 

※ 各回归系数：  

※ 回归函数：  
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※ 新值观测：  

 

6. 多重共线性问题 

(1) 多重共线性问题 

 已知回归系数的方差 ，因此当 较大时，将导致回归系数估

计的精确度降低，不确定性增大（因为置信区间变宽了）。下面讨论 与什么因

素有关。以二元回归为例，假设所用数据均已经标准化，于是正规方程组的离差

乘 积 阵 就 是 相 关 系 数 阵 ： ， 对 应 的 逆 矩 阵 为 ：

，于是 ，也就是说，当两个因子之间存在很强的相关性

时(r 很大)， 的值也很大。 

 对于任意多因子回归方程，可证明 𝑐𝑖𝑖 =
1

1 ― 𝑅2
𝑖
  ，其中， 𝑅2

𝑖 为𝑥𝑖对其他所有因

子做回归时的决定系数。因此，如果𝑥𝑖与其它因子的任何子集之间存在着近似线

性关系，则有𝑅2
𝑖 和𝑐𝑖𝑖很大，导致回归系数𝛽𝑖估计的不确定性很大，这时称回归方

程存在“多重共线性”问题。 

 

(2) “多重共线性”问题的定量判断 

 记矩阵 的最大特征值与最小特征值之比为 ，判断准则如下： 

● 当𝜅 < 100时不存在多重共线性问题； 

● 当100 < 𝜅 < 1000时，存在中等程度多重共线性； 

● 当𝜅 > 1000时，存在严重多重共线性。 

 

7. 偏相关系数（以二元回归为例） 
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 由于因子之间存在一定的关系，所以会出现求出的单个因子 与预报量 之

间的相关系数与观测数据的变化规律不相符合的情况。为了准确说明单个因子与

预报量真正的（简单）相关系数，引入偏相关系数的概念。 

 设有数据 ，下面讨论如何从 和 y 中扣除 的影响。以 和 y 为因变

量，以 为自变量建立两个一元回归模型，获得其残差为： 

 

此时的 即为扣除 影响之后的 和 𝑦，通过计算 之间的相关系数，能

够真正地反应 对 y 的影响，这一相关系数便称为偏相关系数。 

 

三、 逐步回归法 

1. 系数矩阵的求逆与正规方程组的求解 

例如，已知 ， ，求解正规方程组 . 

(1) 求解逆矩阵 。求解逆矩阵 有必要，因为在多元回归问题求单个因子方

差的贡献会用到。在不借助计算机的前提下，采用矩阵初等行变化的方法： 

 

(2) 正规方程组的求解，依然采用初等行变换。 

 

 

2. 紧凑型求解与求逆变换(将 1 中的求解与求逆过程合并以及节省空间) 

 求解求逆的计算过程中，每做一次变换，原系数阵就有一列变为单位阵元素

并不再改变，而逆矩阵中则减少一列单位元素，即： 总矩阵中总有三列保持单
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位阵元素。为了节省空间，在做变换时，可将系数阵中的单位阵元素用逆矩阵中

对应列来代替，这就是紧凑型求解与求逆变换 

 

 

 紧凑型求解求逆过程遵守如下运算法则： 

  

(结合上述的变换过程很容易可以理解运算法则，且可以进行恢复运算) 

 

3. 逐步回归 

(1) 准备工作 

 先对 m 个备选因子与 y (共 m+1 个变量)进行标准化，如有 n 次观测，可记为

n 行(m+1)列矩阵 , 计算其离差乘积阵 为： 
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[重要说明] 

▲ 上标表示当前回归方程中含有的因子个数。当对  (1≤k≤m)进行变换时，

表示把第 k 因子引入； 

▲ 通过观察 和 的对称性来判断当前第 k 个因子是否已被引入方程：当

= 时，第 k 因子未被引入；当 = 时，表明第 k 因子已被引入； 

▲ Syy=n-1 = ∑𝑛
𝑖=1 (𝑦𝑖 ― 𝑦)2, 即右下角元素 Syy代表 y 的离差平方和； 

▲ Syy为未引入因子时离差平方和，因此就是剩余方差； 

▲ 只有在初始矩阵中，最后一列（行）才表示离差乘积和，一旦引入因子做了

紧凑变换以后，最后一列便不再有离差乘积的性质。 

 

(2) 逐步回归的步骤（程序框图呈现） 
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(3) 引入检验与剔除检验的比较与总结 

 
[强调] 

▲ 矩阵右下角元素 始终代表当前回归方程( 个因子)的剩余平方和, 即：

。当引入新因子后，剩余平方和为：

（其中 为新引入一个因子后回归平方和的增量）  

▲ 引入 个因子时，当前矩阵为 , 那么回归系数为矩阵最后一列

对应元素的值：  

▲ 因子的剔除需要连续剔除，直至所有不显著的因子都被剔除，但因子的引入

却不能连续引入（起步阶段除外）。每引入一个因子，就进行剔除检验。 
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第三章 判别分析 

 章节思维导图 

 

一、 Fisher 二级判别 

1. 二级判别的理解 

 二级判别是指预报对象只有 2 种类别的情况，例如“有雨”和“无雨”。预

测类别，仍需先寻找因子，且寻找的因子一般都是数值型。因此，可以根据历史

资料的观测，将数据分成两大类别，二级判别的关键，就是要找到一条判别线，

使得在拿到一组因子的观测值时，能够根据判别线预测结果属于哪一类。下面以

包含两个因子的情形来进一步理解二级判别模型。 

 设有两个因子 和预报因子 ，则判别模型（判别线）的表达式可以写𝑦 =

𝑐1𝑥1 + 𝑐2𝑥2 = 𝒄T𝒙，𝒄 = [𝑐1
𝑐2], 𝒙 = [𝑥1

𝑥2]，其中 y 称为判别函数，c1与 c2为判别系数，

列向量 x=[x1, x2]T 通常表示两因子变量的某一次观测，也称为一个“样品”。如

果向量 c=[c1, c2]T已知，那么对于任意一个样品 x0=[a, b]T ，可得一个判别函数值

y0，需要注意的是，因子 x0是数值型变量，所以 y0也是“数值”型变量，因此需设

定一个判别指标 yc，把 y0 >yc和 y0 <yc 定义为不同的类别。 

 

 

1 2,x x y
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2. Fisher 二级判别系数的求解 

(1) Fisher 判别准则 

 我们仍然先对二维的情形考虑（即只含有两个因子），判别函数为： 

𝑦 = 𝑐1𝑥1 + 𝑐2𝑥2 = 𝒄T𝒙，𝒄 = [𝑐1
𝑐2], 𝒙 = [𝑥1

𝑥2] 

 

 上述判别函数可以看作是两个向量的点乘，于是，对于每一组 都可以

看成是在 方向上的投影（即 ），如上图所示。要使两个类别尽

可能的清楚，需要找到这样一个向量 ，使得 A 类（或者 B 类）组内的点在 方

向上的投影点应尽可能近，同时 A 和 B 两类之间的距离应尽可能远。由此，我

们给出 Fisher 判别准则如下： 

① 组间(between-group)距离尽可能大，记作 ； 

② 组内(within-group)距离尽可能小，记作 

 

③ 将第一条和第二条规则合并为一条则，即 达到最大。 

 

(2) 判别系数的求解 

 对于 m 个因子，设判别函数为： ，将观测资料整理

成为 m 行 n 列的原始阵，于是原始阵的每一列（代表一次观测）都称为一个“样

品”。我们把原始资料阵分为 A 和 B 两大类，相应的原始阵也分为 和
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，容量分别为 ，如下： 

 

将两类的每一个样品代入到判别函数函数中，可以得到两组向量为： 

 

对于第 t 次观测，对 A 和 B 两类，有： 

 

结合 Fisher 准则和极值原理， 

 

根据建立的观测资料，有 

 

其中 分别为向量 的均值，表示方法如下： 

 

 

而 分别表示第 t 次观

测，A 和 B 两类的判别函数值。在明白各个符号所对应的表达式后，开始进行

求偏导计算。 
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在求偏导后式子比较复杂，我们定义如下的标记： 

· 记 表示表示 A 类第 k 个因子的平均值与 B 类第 k 个因子的

平均值之差，那么 可以表示为： 

 

· 记 表示A类中 与 的离差乘积（注：

这里的下标 i 的含义为因子数目）， 表示

B 类中 与 的离差乘积，再令 表示 A 和 B 类总的离差

乘积和。于是 可以表示为： 

 

于是第 个方程可以写为：  

 
对 ，可得到方程组如下： 
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其中 ，上述方程与下面的方程的解等价： 

 

上述方程组为求解判别系数的正规方程组。其中 S 是两个类别的“类内离差乘积

阵”之和（类内：每个类别的组内），当资料为距平变量时，有： 

 

 

(3) 判别函数显著性检验 

检验两类总体的均值是否有显著差异，即原假设 H0:  μ1- μ2=0 

统计量：  

其中 D2称为马氏距离，计算公式： ；  

其中 ，即 m 个因子中，每个因子在两类中的均值差组成的向量； 

 

3. Fisher 多级判别 

(1) 多级判别的初步认识 

 假设有 m 个变量，进行了 n 次观测（即获得了 n 个样品，每个样品有 m 个

因子）。n 个样品共分为了 G 类，每类样品的数量分别为 （注意他们不

一定要相等），具体如下图。 
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· 第 g 类中第 k( )个样品为：  

· 第 g 类中第 k 个样品的判别函数值为：  

· 第 g 类样品的均值向量为：  

· 第 g 类样品的判别函数的均值(重心)：  

· 全体样品的均值向量：  

· 全体样品(n 个)判别函数的均值：  

 

(2) 判别函数离差平方和的分解 

· 判别函数总的离差平方和——每一个样品的判别函数值与所有样品判别函

数的均值之间的离差平方和 

 

记 ，称 为 m 个因子总的离差交叉乘积阵，也就是每

个样品与总样品均值差的平方和(每个样品是一个向量，总体样品就是均值向量)。 

[注] ，而 是一个标量，

所以可以进行转置且不会影响结果。故对第二个表达式进行转置操作，即可变换

得到我们最后的结果。 

 

· 判别函数的组间离差平方和 
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记 ，称 为组间离差乘积阵。 

 

· 判别函数（合并）组内离差平方和——所有类别每一个组内的离差平和的总

和 

 

记 ，称 为合并组内离差乘积阵 

综上，我们可以得到如下关系：  

 

(3) Fisher 多级判别准则 

 和二级判别一样，我们的目标还是要使得 达到最大，根据极值原理，

需要对矩阵进行求导。其结果为： ，也就是说，系数向量𝒄即为

矩阵𝑾―𝟏𝑩的特征向量，而𝜆 =
𝑆𝐵

𝑆𝑊
为𝑾―𝟏𝑩的特征值。 

 设𝑾―𝟏𝑩共有 s 个(𝑠 ≤ min (𝑚,𝐺 ― 1)))大于零的特征值：𝜆1 ≥ 𝜆2 ≥ ⋯ ≥ 𝜆𝑠

> 0。𝑾―𝟏𝑩的对应于“最大特征值𝜆1”的特征向量𝒄1可以使 
𝑆𝐵

𝑆𝑊
最大 , 此外，其他

特征向量𝒄𝑖(1 < 𝑖 ≤ s)都可以使
𝑆𝐵

𝑆𝑊
达到极大值。共存在 s 个判别函数，相应特征

值的大小(𝜆 =
𝑆𝐵

𝑆𝑊
) 反映了判别函数的判别能力，可称为“判别效率”。 

 

· 具体求导推到过程涉及新的知识点，这里只给出了求导结果，相关知识点的

学习可以参考以下网址： 

 [1] 矩阵求导、几种重要的矩阵及常用的矩阵求导公式 

 [2] 标量、向量、矩阵求导（两种布局方式） 
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https://www.cnblogs.com/jiaxinwei/p/11450561.html
https://blog.csdn.net/a6822342/article/details/86299573


《气象统计方法》·复习参考资料

 32

 

(4) 判别规则 

· 判别规则(一)——优先使用第一判别函数 

计算𝑦0与每一个类别的距离，离哪个类别最近就把它划入哪个类别。此外还

需要考虑方差效应，因为方差越大意味着某类别的范围越大，因此计算出距

离后还要再除以方差，找到最小的那一个。如果没有唯一最小(最近的类别不

唯一)，那么将剩下的使用第二判别函数进行分类，依次类推，找到距离最小

的那一个类别。 

 

· 判别规则(二)——取前 K(特征值累计权重 ≥ 𝟎.𝟕)个判别函数综合判别 

 

 每一类都有一个均值向量，即这一类的重心。那么，这些重心在不同的判别

系数映射下，可以计算得到不同的判别函数值，于是每一类下，可以得到一个由

K 个判别函数值构成的向量，作为这一类在 K 维空间中的位置。对于新样品，可

以计算其对应的判别函数向量，计算这两个向量之前的距离，找到距离最小的归

类，即： 

 

[注]我们把每一类 m 个因子的均值组成的向量称为这一类的均值向量或者重心，

重心与判别系数相乘得到的叫做该类判别函数的重心(是这一类多个样品的判别

函数的均值)。判别规则(二)的表格中， 是由第 G 类重心对应的不同判别函数

值构成的向量，而这些判别函数值也是均值，因而 又叫做判别函数的重心。 

 

二、 贝叶斯判别 
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1. 先验概率和后验概率 

(1) 先验概率 

 在采样之前，我们就对任一样品(不管其为何值)它来自各总体的概率 p1，

p2，…, pG 已有所了解，可根据历史样品计算某类样品数占总样品数的比例， 得

到某一总体中的样品被抽到的概率。 

 

(2) 后验概率 

 当样品 x 的值已知时(x=[x1,x2, …, xm]T )， 再来判断 x 属于 Ag 总体的概率，

称为“后验概率”，记为 P(g|x)，这是一种条件概率。 

 

2. 贝叶斯公式(离散情况) 

 设 一 共 有 类 总 体 ， 每 一 类 总 体 的 先 验 概 率 为

，概率密度函数为 。概率密度函数的意义为：若

抽到一个来自第 类的样品，其值为 的概率为 。若有一样品 ，求其

来自第 类的概率，此时，根据贝叶斯公式可以写成如下形式： 

 

 

3. 错判损失 

 如果对来自 Ag类的 x 判别的结果是“Ah”，错判造成的损失记为: L(h|g)，且：  

 

可用二者乘积 表征损失的严重性。可见样品 来自 Ag 总体的概

率 越大，错判造成的损失也越大。 

[注]  
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(1) 注意对错判损失函数的理解： 表示真实情况属于第 类，却错判成

第 类的损失； 

(2) 错判损失不会影响先验概率，考虑错判损失，主要是为了决策（应该将样品

判给损失小的类）。 

 

4. 样品属于某一类的概率计算 

 求解思路：由贝叶斯公式可知，分母部分与类别无关，所以要使 达

到最大，则使 最大。 

· 多元概率密度分布：  

· 求 求   

· ，其中各参数为：  

 ( 为先验概率，V 为 m 个因子的协方差阵) 

 综上，可以求出该类样品属于每一类的概率： 

 

找到概率最大的那一个归类（这是在错判损失相同的情况下） 
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第四章 聚类分析 

 章节思维导图 

 

 

一、 相似性的度量 

 要对 n 个样品进行分类，首先要衡量任意两个样品之间的接近程度，有两类

指标：距离系数和相似系数。已知 m 个因子的 n 次观测如下： 

 
1. 距离系数 

(1) 绝对距离 

 两样品各因子之差的绝对值之和，即 X 矩阵中两列向量作差、取绝对值、然

后求和。 

 

(2) 欧氏距离 

X 矩阵中两列向量 和 的差向量各元素的平方和的平方根。 

1
| | , ( , 1, 2,..., )

m

ij ki kj
k

d x x i j n


  

ix jx
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(3) 马氏距离 

 马氏距离考虑到各指标之间的相关性，又称为协方差距离。 

 

 

 

[注] 三类距离的比较 

(1) 绝对距离和欧氏距离易受数据量纲的影响，因此在使用这两种距离度量时，

应该对数据进行标准化处理； 

(2) 马氏距离不受指标量纲的影响(即利用距平和标准化数据算得的马氏距离相

同)，还考虑了各指标之间的相关性； 

(3) 若各因子变量已经过标准化处理(方差为 1)且各因子相互独立，于是协方差阵

V 为单位阵，这时的马氏距离等于欧氏距离； 

(4) 欧式距离与马氏距离的等值线分别如下图所示： 

 

(5) 马氏距离与多元概率密度函数分布的关系： 

 

 从这个关系可以看出，当马氏距离越小的时候，对应的概率密度函数值越大，

即样品和均值的距离越近。 
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2. 相似系数 

 xi与 xj两个样品(列向量)是 m 维空间中的两个列向量，则 xi与 xj之间的相似

程度可用两个向量之间的夹角余弦表示： 

 

显然，cosθij 的取值范围为[-1, 1]。cosθij 越大，表明两个样品之间的相似程度越

高，因此，为了符合“距离越小表示样品(类)间距离越近”的认识，常常把 1-cosθij

作为两样品(类)之间的距离。 

 

[注] 

(1) 相关系数通常针对两个“指标”(两个变量)来计算，计算过程包含求距平。

相似系数通常针对两个“样品”(两次观测)来计算，计算过程无需求距平； 

(2) 相似系数多用于比较多个变量的两组空间分布的相似程度。相关系数多用于

比较两个变量的多次时间观测(即两个时间序列)的相关程度。 

 

二、 系统聚类法 

1. 系统聚类法步骤 

(1) 最开始，把 n 个样品各成一类，即 G1，G2，…, Gn类， 

(2) 然后两两计算类与类之间的距离(此时其实计算的还是两个样品之间的距离)，

选择距离最小的两类合并成新的一类(新类中含有两个样品)， 

(3) 然后重新计算新类与其他类之间的距离（类间距离）， 

(4) 找距离最小的两类合并，如此进行下去，直至所有样品都合成一大类为止。 

 

▲ 系统聚类法的关键在于计算距离，而前面提到的距离系数(绝对距离、欧氏距

离、马氏距离等)是两样品间的距离，而不是类间的距离。 

▲ 常见的计算类间距离的方法有： 

“最短距离”法、“最长距离”法、“离差平方和” 
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2. 最短(长)距离法 

 我们通过一个例子来理解这个方法。已知六个样品如下： 

 

样品距离采用绝对距离，按最长距离法进行分类，并画出聚类图。 

· Step 1：计算初始各类间的距离(即样品间的距离)； 

 
· Step 2：G4 与 G6 合并为 G7，按最长距离法计算类间距离； 

 

· Step 4：G1 与 G2 合并为 G8， G3 与 G7 合并为 G9； 

 
· Step 5：G5 和 G8 合并为 G10； 

1 1 2 1 2 0
, , , , ,

0 1 4 3 2 3
            

                      
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· Step 6：G9 和 G10 合并为 G11，画出聚类图如下： 

 
(横轴表示合并时的类间距离) 

[注]最长距离法、最短距离法由于计算类间距离，其中最长距离法最容易混淆。

在最开始计算距离时，因为每一类都是一个样品本身，而计算样品间的距离时，

不能因为是“采用最长距离法”就选择距离最大的进行合并——这显然是不符合

常理的。 

 

3. 离差平方和法 

(1) 离差平方和法的思想 

 同一类别内部各样品间的离差平方和应较小，类与类之间的离差平方和应较

大。设有 m 个指标(因子)，观测到容量为 n 的样本，如下： 

 
这 n 个样品可分为 k 类， G1， G2，…, Gk，每类的样品数为 ng(g=1,2,…, k)，总
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和为 n。对于第 g 类的资料阵（m 行 ng列，从 X 中抽取 ng列）可表示为： 

 

则第 g 类的类内离差平方和为： 

 

其中 为第 g 类的重心(均值向量)， 为第 g 类的样品。从而 k 个类别总的类

内离差平方和为： 

 

我们的目的是要固定一个 k 时，使 S 达到极小。 

(2) 实际计算方法 

 把 n 个样品分成 k 类的方案很多，要比较所有的分法使得 S 最小，不现实。

因此，只好放弃在一切分类中寻求 S 的极小值，提出使 S 达到局部极小的办法。 

 设 与 两类的类内离差平方和分别为 和 ，若 与 合并成 类

后的离差平方和为 ，则此次合并导致总离差平方和的增量为 

 

聚类的原则是：选择使 D2
pq 最小的两类合并，因此 D2

pq 可认为是两类之间的距

离，可以证明 D2
pq可由 Gp与 Gq两类的重心之差的平方和来表示： 

 

 

三、 (定)K-means 聚类法 

聚类步骤： 
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通过一个例子来进一步了解。 

现有 4 个样样品，每个样品采用 2 个指标。现要使用定 K-means 聚类法把 4

个样品分成 2 类，假设初始的划分结果是“A、B 作为一类，C、D 作为另一类”，

取绝对距离作为样品距离。 

 x1 x2 

A 5 3 

B -1 1 

C 1 -2 

D -3 -2 

· Step 1: 目前已经分成了两类：A 和 B，C 和 D，计算二者的均值（凝聚

点）分别为 P1(2，2) 和 P2 (-1，-2)； 

· Step 2: 计算四个样品同上述凝聚点 P1 和 P2 的距离，如下图所示： 
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· Step 3: 通过第二步可以知道，应该将 A 划为一类，将 B，C，D 划为一

类； 

· Step 4: 重新计算凝聚点为：P3(5，3) 和 P4 (-1，-1)，计算样品同 P3 和 P4

的距离，如下图所示： 

 
· Step 5: 发现新的分类情况与前一次相同，停止聚类。最终分类结果为：A 为

一类，B，C 和 D 为一类 
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第五章 主成分分析 

 章节思维导图 

 

一、 主成分概念的导出 

1. 主成分的概念 

 假设有两个因子 ，经过 n 次观测共获得 n 个样品，绘制出的点聚图如下

左图所示(由点聚图可知存在两个因子存在相关性，且由二维正态分布的概率密

度函数可知，该样品概率密度的等值线为一组组等值线)，显然，n 个样品的信息

由 全部表达。 

 
 现在从另一个角度来考虑这个问题。取椭圆等值线的长轴作为新的坐标轴

y1(如上右图所示)，可以发现，各点在红线上的坐标值可以在很大程度上表达

的变化信息，也就是说： 两个变量的信息可以近似地用 1 个新变量 y1

-2 0 2
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1 2,x x

1 2,x x
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来表达，于是降低了变量的维度，简化了问题。需要指出的是，y1可以反映

随时间变化的大部分信息，若要表达全部信息，需再考虑以椭圆的短轴作为坐标

轴的坐标信息，记作 y2，如下图所示： 

 

具有如下特征： 

(1) y2的离散程度（方差）远小于 y1；(2) y2与 y1相互独立(相关系数为 0) 

称 为原变量 的“第一主成分”， 为原变量 的“第二主成分” 

 

2. 主成分表达式的导出 

 我们从坐标转换的角度来求出主成分的表达式。设坐标逆时针旋转了 角度。 

 
根据上图，我们可以得到新坐标和就坐标之间的关系如下： 

 

1 2,x x
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记 ，其中 称为主成分的系

数向量，因此两个主成分又可以表示为： 。主成分的系数向量

具有如下性质： 

 

 即每一个主成分对应一个系数向量，且这个系数向量为单位化的向量，且不

同主成分的系数向量之间是正交的。 

▲ 坐标变化后的总离差平方变化情况 

 

 

结论：经过坐标转换后，原来样品的总的离差平方和保持不变，只是将原变量

的离差平方和进行重新分配。 

 

3. 主成分的一般定义及不同表示 

 设 x=[ x1, x2, …, xm ]T是一个由 m 个随机变量组成的向量，设 x 的数学期望为

0，x 的第 i 个主成分的定义为： 

 

且满足以下条件： 

(1) 在一切 中，方差贡献最大者称为第一主成分 ； 

(2) 第二主成分是指在一切 中，与第一主成分 无关，并且方差最大者； 

(3) 第 k 主成分是指在一切 中，与前 k-1 个成分 无关，并且
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方差最大者。 

▲ 原变量有 m 个因子，则主成分最多有 m 个； 

▲ 主成分与符号无关。如果 l1 是第一主成分的系数向量， y1=l1
Tx 是第一主成

分，那么，-l1也是第一主成分的系数向量，-y1= -l1
Tx 也是 x 的第一主成分； 

▲ 主成分的不同表示(与维度有关) 

① 若 m 个因子进行了一次观测(得到了一组样品) x=[ x1, x2, …, xm ]T，那么第 k 主

成分可以表示为：  

② 若 m 个因子一共有 r 个主成分 ，他们的表达式如下： 

 

 写成矩阵，即： 

 

③ 若 m 个因子一共进行了 n 次观测，得到了资料阵 ，且共有 r 个主成分

。资料阵表示为： 

 
 此时，原来②中的主成分向量就变成矩阵： 

 

 

二、 主成分系数向量的求解 
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[注] 根据主成分的定义，原始资料阵应满足均值为 0，如果不满足这一条件，进

行主成分系数向量求解会导致错误结果。 

1. 第一主成分系数向量的导出 

 对 m 个变量进行 n 次观测，得到 m 行 n 列的距平资料阵 X 如下： 

 

这时第一主成分 l1
TX 为一行向量，记为𝒚T

1，而第一主成分的方差可以表示为： 

 

其中 为 m 个变量的协方差阵。根据主成分定义，第 1 主成分𝒚𝐓
𝟏应

该在 l1
Tl1=1 的约束条件下方差最大——显然，这是一个条件极值问题，可以采

用拉格朗日乘数法求解(由于过程涉及矩阵及向量的求导，所以只给最后化简的

结果，具体过程可参考 Fisher 判别一节提供的学习链接)。构造拉格朗日函数： 

 

根据 ，求得 ，即 λ 就是 S 的特征值，l1 是对应于 λ 的特征向量。

于是，第 1 主成分 y1的方差又可以表示为： 

 

考虑约束条件，则结论如下： 

 主成分𝒚𝟏的方差就是协方差阵 S 的最大特征值 λ，系数向量 l1就是对应于最

大特征值 λ1的特征向量 

 

2. 主成分的一些结论 

(1) m 个变量的主成分的系数向量就是其协方差阵 S=
1

𝑛 ― 1XXT的特征值 λ1≥ λ2≥… 

≥λr 所对应的单位化的特征向量 l1,  l2, …,  lr。第 k 个特征值 λk ，就是第 k

主成分 yk的方差； 
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(2) 不同主成分是相互正交的(协方差为 0)，各个主成分的方差就是 S 的特征值，

所以，r 个主成分 y =[y1, y2, …, yr]T的协方差阵为对角阵，即： 

 

(3) m 个主成分的方差总和与原 m 个变量的方差总和相等， ； 

(4) 两个常用的指标： 

· 方差贡献率： ；·  累计方差贡献率：  

▲ 距平资料 Xd与标准化资料 X*的主成分——二者并不相同 

· 对于标准化资料阵：各变量方差相等，因此第一主成分所表达的信息与相互

关联的变量个数有关，将反应大多数变量的信息。 

· 对于距平资料阵：各变量方差不一定相等，因此，第一主成分所表达的信息

会综合考虑变量方差的大小与变量个数。 

 

三、经验正交函数分解(Empirical Orthogonal Function decomposition, EOF 分解) 

1. 问题的引入 

对于某一要素例如气温，如何考察某一空间区域的气温距平的时间变化规

律？如果该区域各空间点的气温距平总是大致呈同位相变化（往往是面积较小的

区域），可对其进行空间平均，然后分析空间均值的时间变化序列。例如：

Nino3.4 指数，但是，如果该区域各点的气温距平并非总是呈同位相变化，则空

间平均容易使不同区域的反位相变化相抵消，因而不可取，这时候，主成分分析

就可以发挥作用了。主成分分析在时空数据分析中又叫经验正交函数分解。 

对于地球格点(或站点)数据，每个空间点可看作一个变量，如果空间点数目

很多，且相互之间通常存在相关性(尤其地理位置临近的变量)，因而可进行主成

分分析，提取主成分的时间变化序列，同时对应的系数向量可表征相应的空间模
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态。因此，这相当于把原多变量资料阵进行了时空分解 

 

2. EOF 表达式的导出 

 已知 m 行 n 列的资料阵为 X，主成分的表达式为： ，易知 是正交

矩阵即 ，所以上是可以写为： ，具体如下： 

 

称 为第 k 模态的空间函数(空间向量)， 为第 k 模态的时间函数(时间系

数)，资料阵 X 就是 r 个与之形状相同(m 行 n 列)的矩阵相加所构成的。 

 每个 li都是单位化的，但时间序列 yi却是按方差从大到小排列的，即越前面

的 X (i) 就越重要（总方差越大），如果取前 p 个 EOF 模态(主成分)， (p<=m), 这

时就得到对原资料阵 X 的一种估计(重构)： 

 

▲ PCA 与 EOF 的比较 

 

 

3. 空间函数的本质 

 对 两边同时乘以 ，得：  

等式左边 ； 
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等式右边  

于是，对应位置有 ，所以，第 j 模态的空间向量为： ，

若对于𝒍𝑗的第 i 个元素，有 ——回归系数的表达式，因此，

就是以“第 i 个变量 ”为预报量，以“第 j 主成分 ”为因子的一元回归

方程的回归系数，回归方程为： 。 

 

4. 主成分的显著性检验——North 准则 

 第 j 模态特征值 的误差范围:  

 如果第 j+1 模态要显著区别于第 j 模态，须有：  

 通常绘出各模态特征值(或方差贡献)及其误差棒(如下图)对各模态进行检验—

—误差棒不相交原则。下图中第四模态与第三模态的误差棒存在交集，所以可以

判定，第四模态无法显著区别于第三模态，故取前三模态即可。 
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第六章 时间序列分析 

 章节思维导图 

 
 

一、 随机过程的相关概念 

1. 随机过程与随机变量 

 随机变量(Random Variable)是“静态的”，是对某些随机现象的数值表达，例

如某地一年一年月平均气温的观测序列。而随机过程(Stochastic Process)“动态

的”，它依赖于参数(参数通常为时间)的一组随机变量的全体，例如气温的变化，

虽气温存在春夏秋冬的周期性规律，但是每年的过程都不完全相同，具有随机性。 

 

2. 现实与截口 

 
▲ 青岛市逐年各月平均气温 

 在青岛市逐年逐月平均气温的变化是一个随机过程，而某一年气温观测序列

仅是该随机过程的一部分，我们把随机过程 X(t)的某一次观测过程称为一个“现

实”，一般用 x(t)表示。对于同一个月份，不同的年份其月平均气温有所差异，
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此时，某月的气温在年际变化上表现为一个随机变量，我们把随机过程在某一时

刻 tj表现为一个随机变量的时刻 tj称为“截口”，记作 X(tj)。 

 

3. 随机过程的统计特征(了解) 

(1) 均值函数 

 

 对每一个截口(每个截口处随机过程是一个随机变量)求均值，这个均值又构

成时间序列，即随机过程的均值是时间的函数 

(2) 方差函数 

 

 方差函数也是时间 t 的确定性的函数， 反映了每个截口处取值的变动情况，

即相对于均值函数的离散程度。 

 
(3) 协方差函数和相关函数 

 随机过程在任两个时刻(截口)t1 和 t2 表现为两个随机变量，它们的协方差为： 

 

 K(t1,t2)称为自协方差函数，简称为协方差函数。当 t1=t2=t 时，自协方差函数

就是随机过程在第 t 时刻的方差。 

 t1和 t2时刻的相关系数为：  ，ρ(t1,t2)称为自相关函数，简

称为相关函数，表示随机过程 X(t)在不同时刻 t1和 t2之间线性相关的程度。 
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二、 平稳随机过程及其统计特征 

1. 宽平稳随机过程的定义 

 当随机过程的统计特性不随时间的推移而变化，满足： 

 (1) 均值函数是与 t 无关的常数，  

 (2) 协方差函数仅仅与时间间隔 τ 有关，而与 t 的起始点位置无关 

 

这种随机过程称为：“广义平稳随机过程”或“宽平稳随机过程”，相应的时间序

列资料称为：“宽平稳时间序列”。 

 

2. 宽平稳随机过程统计量的估计 

 

实际上就是对某一截口进行估计，上式中的 n 为现实的个数。 

 

3. 平稳随机过程的各态历经性 

 

 左图：每个现实都围绕着随机过程的均值波动，且他们的平均振幅都差不多，

一个现实就可近似代表整个随机过程的属性。 

 右图：每个现实都围绕不同的数学期望波动，且振幅也不一致，仅靠一个现

实无法代表整个随机过程的特性 

 类似左图的平稳随机过程，对于任意一个现实，只要观测时间足够长，就可

把该现实的时间平均作为整个随机过程总体均值的近似值，具有这种性质的平稳
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随机过程就称其具有“各态历经性” 

▲ 平稳随机是序列的应用——白噪声过程 

 对于一个零均值的随机过程 a，若其方差满足 

 

白噪声序列的特点： 

表现在任何两个时点的随机变量都不相关，序列中没有任何可以利用的动态规律，

因此不能用历史数据对未来进行预测和推断。 

 

▲ 白噪声采样 

 

4. 平稳时间序列的两个重要的统计量 

(1) 时滞为τ的自协方差函数的估计 

 

(2) 时滞为τ的自相关函数的估计 

 

[注] 

 τ=0 时，自协方差函数为即为序列的方差，自相关函数为 1； 

 在自相关系数的计算中， ，因为对于同一个时间序列，无论

截取多长，我们总是认为其方差和总时间序列的方差一致； 

 进一步理解自协方差的运算： 
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(上图为一个 1-10 的时间序列，填色部分为计算自协方差时用到的序列，可以发

现基本是固定首尾进行计算) 

▲ 关于计算两个时间序列的超前滞后的协方差 

 
(填色部分为计算使用的序列) 

 

 

三、 平稳时间序列的预报 

1. 一阶自回归模型 

表示要素在某一时刻与前一时刻之间的线性回归模型，称为一阶自回归模型，

记为 AR(1)，对随机时间序列 xt(设已中心化，其均值为 0，方便公式推导)，有： 

 

式中，𝜑1为回归系数，𝑎𝑡为白噪音，表示 t 时刻的随机因素对𝑥𝑡的贡献，用前一

时刻的 xt-1乘以上式两边，然后取数学期望，得： 

 

从而得到 ，𝜌1 表示时滞为 1 的自相关函数。符合一阶自回归模型的随机

过程称为红噪声过程。 

▲ 时滞为 τ 时的一阶自回归模型 

 时滞为τ的一阶自回归模型可以看成一个递推公式，对于第 t-1 时刻，有

，回代 ，有： 
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依次类推，第 t 时刻的 xt与第 t-τ 时刻的 xt-τ的关系可表示为： 

 

用前𝜏时刻的𝑥𝑡―𝜏乘以上式两边，然后取数学期望，得 

 

 当𝜏→0时，有lim
𝜏→0

𝜌𝜏
1 = 0，此时有 

 

这表明，某时刻的要素还可看成是前期无穷个白噪声共同影响的结果 

 

2. p 阶自回归模型(类比多元回归方程学习) 

 设具有各态历经性的标准化平稳时间序列为：x1, x2, x3 ，…,  xn。要预报第 t

时刻的值，利用前期第 t-1, t-2, …, t-p, 共 p 个时刻的值作为因子变量 p 阶自回归

模型 AR(p)可以写为： 

 

上述的自回归系数通过尤拉-沃克(Yule-Walker)方程进行求解： 

 
[注] 

 在多元回归方程中，标准化距平的回归系数与距平资料的回归系数存在关系

式： ，而在此处多元自回归方程中，由于是同一个

时间序列，所以任何两个子序列都具有相同的标准差，所以自回归标准化变

量自回归系数=距平变量自回归系数； 
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 多元自回归方程的显著性检验同多元回归一样，采用 F 分布。 

 

 对一阶自回归模型的进一步认识 

已知下列 4 个时间序列，将其与相应的图片进行匹配。 

(a) 白噪声 

(b) AR(1): 𝑥𝑡 = 0.8𝑥𝑡―1 + 𝑎𝑡  

(c) AR(1): 𝑥𝑡 = 0.5𝑥𝑡―1 + 𝑎𝑡 

(d) AR(1): 𝑥𝑡 = ―0.8𝑥𝑡―1 + 𝑎𝑡 

 

 自上而下：依次为：a, c, b, d。 观察四个选项，发现(b)(c)的表达式是相近的，

再来看图，第二个图与第三个图比较相近。对于一阶自回归模型的回归系数，有

关系式 ，如果时滞为 1 时的自相关系数较大，那么从 到 这段时间内，

自相关系数 减弱得比较慢，即某个时刻，观测值为正异常，那么在相对较长

的一段时间里，这种正异常将会保持，在图上会有一写比较“宽”的部分。 
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第七章 波谱分析 

 章节思维导图 

 

 

一、 傅里叶变换与逆变换 

1. 对傅里叶变换逆变换的理解 

 

 在时域方向看： 

只能看到一个随时间变化的时域信号，看不到信号背后包含多少个正余弦函数； 

 从频域方向看： 

(1) 这个信号究竟包含哪些频率分量（正余弦函数） 

(2) 每一个频率分量的幅值是多少（幅度） 
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(3) 每一个频率分量的起始点（相位） 

 

2. 离散形式的傅里叶变换与逆变换 

 三角形式的傅里叶级数展开为 ，其中， 

 𝑘为波数(时间段 T 内含有的波的个数), 因此，波数为 k 的谐波(第 k 谐波)周期

𝑇𝑘 =
𝑇
𝑘 

 圆频率和频率的关系：𝜔𝑘 = 2𝜋𝑓 = 2𝜋𝑘
𝑇 

 傅里叶系数的求解公式： 

 

 根据欧拉公式 ，可以得到： ，

将其回代到傅里叶三角级数展开式中： 

 

令 根据傅里叶系数的基本计算式和𝜔𝑘 = 2𝜋𝑘
𝑇

可知， ，因此，可以写成： ，称

为“复(数)谱”。 

 把 同时乘以 ，有 ，

根据傅里叶函数的正交性： ，得到复谱的表达式如下： 
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3. 连续形式的傅里叶变换与逆变换 

 

[小结] 

· 傅里叶变换：从时域到频域转化 

· 傅里叶逆变换：从频域到时域的转化 

 

二、 功率谱分析 

进行功率谱分析的目的：找到其主要波动的谐波 

1. 功率谱的概念 

 记𝑋(𝜔)为 x(t)的傅里叶变换，当𝑇→∞时，平均功率 S 可以在频域表示为 

 

定义𝑆𝜔 = lim
𝑇→∞

|𝑋(𝜔)|2

2𝜋𝑇
为 x(t)的功率谱密度。 

 下面来求时间函数 f (t)的功率谱表达式。已知

(因为区间为 所以 f (t)可以分别用用 表示)，于是： 

 

利用 ，上述式子可进一步化简为： 

( 为 的共轭) 

对于一个复数，它本身与其共轭的乘积为模的平方，故有： 

 

由于振幅谱 相同，离散功率谱正负半轴对称，因此可以将谱值乘以
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2，只画正半轴的部分，此时离散功率谱的表达式为： 

 

而平均功率也可以写成：  

▲ 奈奎斯特采样定理 

 

 采样频率应不小于( ≥ )信号频率的 2 倍，才能获得准确的信号周期，否则会

产生混叠效应（虚假周期） 

 

2. 离散功率谱的估算及检验 

 对于离散功率谱，最终是要计算 ，下面给出一个计算步骤。 

设一实测的气象时间序列为 x1, x2, …, xn,  

(1) 针对不同的波数计算对应的傅里叶系数； 

 

(2) 求出 ak和 bk后，计算各谐波的功率谱值； 

(3) 以波数为横坐标，对应的功率普值为纵坐标绘制功率谱图。在谱图上，为了

方便分析，常在波数坐标下面标上对应的周期或频率值。  

(4) 对离散功率谱进行检验。要检验某一频率(或波数 k)的谱值 Sk
2=(ak

2+bk
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对应的周期 Tk =n/k 是否显著，原假设 H0为： E(ak)=E(bk)=0，检验统计量采

用： ，其中 为原序列的方差。有时

候采用临界谱值检验的方法更加方便： 。 

 

▲ 功率谱图示意 

功率谱值越大，对应的周期 越显著。 

 
▲ 1950-2013 年 Nino3.4 区月平均海温序列的离散功率谱图(横轴为月份) 

由上图可以知道，El Nino 具有 2-7 年的周期 

 

3. 连续功率谱的估算及检验 

(1) 连续功率谱的功率谱密度函数 
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从而连续功率谱的密度函数为：  

(2) 连续功率谱的估算(维纳—辛勤定理) 

 设 xt 为标准化时间序列，数学期望为 0， 方差为 1，则它的自相关函数为： 

 

上式中τ为滞后时间长度，将 用频率积分的形式表示，有： 

 

因此可以得到维纳—辛勤定理：对平稳过程，功率谱密度 S(ω)和自相关函数 ρ(τ)

是一傅氏变换对。 

 

(3) 连续功率谱的计算步骤及检验 

 需首先计算样本的自相关系数 r(τ) ，(τ= 0, 1, 2, …, m),  m 为最大落后长度

(一般取 m 取在 n/3~n/10 之间)； 

 利用“梯形法”对 τ 求积分，计算粗谱； 

 把上一步计算的粗谱进行平滑，以减小误差； 

 
 以波数 k（或频率 f、周期 T）为横坐标轴，以平滑功率谱密度估计值 Sl为纵
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坐标，作谱图，波数与周期的关系为：  

 假设所要检验的某一气象要素的总体谱为某一非周期性的随机过程谱，在这

一假设成立的条件下，某一频率的谱估计值与所假设的过程的平均谱估计之

比，遵从自由度为 f 的 χ2分布，统计量为：  

 ( 为所假设的非随机过程的第 k 个波的功率谱的平均值)，常常也采用临界

 值检验的方法进行检验比较方便。 

 

▲ Nino3.4 指数的功率谱及临界谱值(红线) 

可见 ENSO 的显著周期为 2-5 年 

(4) 红噪声的功率谱 

红噪声的功率谱可以写为： ，令 将

上述积分形式写成级数求和的形式，有： 

 

 

类比几何级数： ，分别讨论当 时的情形，上述式子
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▲ 红噪声功率谱 

可以取 ，得到 (与 反比)，据此可以判断哪一个是自

相关系数较大的红噪声过程。 

▲ 白噪声的功率谱密度为常数 

 

三、 滤波方法 

1. 脉冲响应函数与滤波器     

 

 用一脉冲函数 δ(t)作为输入，经过滤波器系统后，它的输出记为 h(t) ,  称为
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脉冲响应。若用 L 表示线性系统由 δ(t) 到 h(t) 的转换，可记作： h(t) = L [ δ(t) 

]。 

现在对任意时间函数 f (t), 根据脉冲函数的筛选性质( )，

可表示成与脉冲函数乘积的积分形式： 

 

称 h(t)为系统的 “脉冲响应函数”(滤波器的核心) 

 把脉冲响应函数h(t)的谱记为H(ω)，其中 ，记F(ω)和G(ω)

分别为输入函数 f(t)和输出函数 g(t)的谱，对于输出谱 G(ω)，可以写成： 

 

于是输出函数的功率谱密度为： 

 

 上式表明：某一频率 ω 的振动，经过滤波后， 振动方差变为原来的|H(ω)|2

倍；若|H(ω)|<1，表明该频率的振动方差有所削弱。若|H(ω)|=0，表明该频率的

振动完全被削除。 

 

2. 常见的滤波方法 

 

(1) 低通(low-pass)滤波：使过滤后的序列主要包含低频振动分量，把高频的分量
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滤掉，响应函数如图中实线(‘—’)所示； 

(2) 高通(high-pass)滤波：使过滤后的序列主要包含高频振动分量，把低频的分

量滤掉，响应函数如图中点线(‘…’)所示； 

(3) 带通(band-pass)滤波：把高频和低频的信号都滤掉，只保留某一段频带的信

号，响应函数如图中虚线(‘---’)所示。 

 

3. 低通滤波器 

(1) 等权滑动平均 

 已知 ，令 ，有 ，截取

滑动长度 k，则上述积分可写成求和形式： ，其中 hi称为滑动权

重系数，满足条件 ，我们通过响应函数谱来考察经过滑动平均后不同

频率的削弱情况： 

 

 对于“等权重”  的 m 点滑动，滑动窗口的长度 m=2k+1,  权重为

，于是 ，对 进一步化

简如下： 

 

从而可以得到𝐻(𝑓) =
sin 𝜋 𝑓𝑚
𝑚 sin 𝜋 𝑓 

 对上述导出的公式做一个简单的讨论： 

◆ 对于周期等于滑动间隔(m)的振动，由于频率为 f=1/m, 因此，H(f)=0,表示这
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种振动分量达到完全削除； 

◆ 对于周期等于 m/i 的高频振动(频率为 i/m，i=1,2,3,…），也有 H(f)=0，振动达

到完全削除； 

◆ 对于周期大于 m 的低频振动，频率 f<1/m，因此响应 H(f)<1, 这类周期也有不

同程度的削弱，周期越大，削弱程度越小；对于无限长的周期(f→0)，频率响

应 H(f)—>1， 因此，过滤后无任何削弱。 

 

 

(2) 二项式系数滑动(不等权) 

 将二项式的系数作为滑动平均的系数权重，其中 m 点(m=2k+1)滑动对应于

(a+b)m-1（即(a+b)2k）的二项式系数(记住两个常见的)： 

 三点滑动平均：m=3 时，k=1，二项式 (a+b)2的系数为：1, 2, 1，故权重系数

为: 1/4, 1/2, 1/4； 

 五点滑动平均：m=5 时，k=2, 二项式(a+b)4 的系数为：1, 4, 6 , 4, 1，故权重

系数为: 1/16, 4/16, 6/16, 4/16, 1/16 

 二项式系数滑动的频率响应函数为𝐻(𝑓) = cos𝑚(𝜋𝑓)，频率响应函数图如下： 
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可见，二项式系数滑动与等权滑动相比，是更有效的低通滤波器：能够通过更

多的低频信号，同时也能滤掉更多的高频信号。 

 

4. 高通滤波器 

(1) 一阶差分过滤 

 一阶差分滤波可以表示为： ，有： 

 

由上式可知一阶差分过滤的响应函数为： ，它的模为： 

 

(2) 二阶及高阶差分过滤 

 对于二阶差分过滤，有 

 

 可证明，对于“q 阶差分过滤”，响应函数为： 

 

由于 f 的取值范围为：[0, 1/2]，因此，𝟎 ≤ |𝑯(𝒇)| ≤ 𝟐𝒒，低频的振动分量（f→0）

得到削弱，高频分量（f→0.5）得到增强，如下图所示： 

( ) ( ) ( ) ( 1)g t f t f t f t    

     

     

  

1

1

1

( ) ( 1)

( ) ( 1)

( 1)

i t i t

i t i t

i ti

i

f t f t

f t f t

G g t e dt e dt

e dt e dt

F e ef

F

t

e

d t

 

 













  

 

  

 

  





 

 

 







 

 
 



  1 iH e   

     2 21 cos sin 1 cos sin 2 1 cos 22 sin
2

sin fH f i               

         ( ) ( ) ( ) ( 1) 2 1 2g t f t f t f t f t f t f t           

   2 sin
q

H f f



《气象统计方法》·复习参考资料

 70

 

从上图可以看到，f =1/6 时（周期= 6 倍采样间隔）， H(f)=1，即振动分量无任何

削弱;频率 f >1/6 的分量振幅增强；频率 f <1/6 的分量振幅削弱；随着差分过滤阶

数的升高，对低频的削弱更强，但是对高频振幅的放大也更强。 

 

5. 带通滤波器 

(1) 采用两个简单的低通滤波器相减 

 对原序列 x 先做 5 年滑动平均，削去周期小于 5 年的波，余下周期大于 5 年

的波，得到新序列记为 x1； 

 再把原序列 x 做 9 年滑动平均，除去周期小于 9 年的波，余下周期大于 9 年

的波，得到的新序列记为 x2； 

 令 x3 = x1-x2，得到的新序列 x3包含了 5-9 年周期的振动，相当于实现了带通

滤波。 

 这种滤波器的响应函数为：H3(f ) = H1(f ) – H2(f ) 

 

(2) 利用傅里叶逆变换进行带通滤波 

 我们滤波时想保留频率在  [f1,  f2] 之间的振动(f1<f2) ，这时 f1 和 f2 可称为

截止(截断)频率，可把响应函数设计为： 
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最终目的是要得到 ，具体步骤如下： 

 根据过滤要求，定义相应的分段函数H(𝑓)； 

 计算脉冲响应函数ℎ(𝑡)权重系数； 

ℎ(𝑡) =
∞

―∞
𝐻(𝑓)𝑒𝑖2𝜋𝑓𝑡𝑑𝑓 = 2

∞

0
𝐻(𝑓) cos( 2𝜋𝑓𝑡)𝑑𝑓 

 上式离散化进行求解， f 的取值范围为：[0, 1/2]。f 的离散采样可取间隔为

1/2n, 即 f = 0, 1/2n,  2/2n,  3/2n,  …,  n/2n, 于是，用梯形法写出以上积分的

离散形式(注意，响应函数具有对称性：hi=h-i)： 

 

 根 据 ， 将 其 写 成 离 散 形 式 有

，从而得到滤波以后的值。 
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