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本资料的结构主要根据文凡老师的授课逻辑进行构造，每一章的主要知识点我也
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第一章 流体运动学 

 章节思维导图 

 

 

 重要知识点 

1. 流体的定义：不能抵抗任何使其变形，但又不改变体积的趋势。 

2. 连续介质假设（模型）：连介质模型认为物质连续地无间隙地分布于物质所占

有的整个空间，流体宏观物理量是空间点及时间的连续函数。 

 如何理解该假设 

概括起来，就是“宏观上充分小，微观上充分大”以及“宏观上足够快，

微观上足够慢”。正因为如此，可以认为物质不由离散的粒子组成，连续介

质完全是在宏观意义下的概念。在连续介质中，常常把较微观粒子结构尺度

大得多而较宏观特征尺度小得多的流体微团称为质点。 

 既然是假设，应用范围也有限制 
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图 1.1 平均密度随尺度的变化 

 一般考虑的尺度比分子尺度要大得多的时候，连续介质假设是成立的，比如

飞机在空气中的运动、船舶在水中的运动。但有时有时不能够成立的，比如稀薄

气体（其分子的平均自由程可与物体的特征尺度同阶）、血液在毛细血管中的流

动（红细胞直径为 610 m 与毛细血管直径相当） 

3. 描述流体的两种方法—— Lagrange 和 Euler 方法 

(1) Lagrange 方法（随体描述）1 

设流体中的某一质点用一组数  , ,a b c 表示（  , ,a b c 为跟随该质点的坐

标）， f 为该质点的某一物理量（矢径、速度、压强）在时间 t时刻的值，那

么 Lagrange的数学描述为： 

 , , ,f f a b c t  

 例如，在 t时刻流体质点的位置以 r 表示，那么其 Lagrange描述为： 

 , , ,r r a b c t
 

或者

 
 
 

, , ,

, , ,

, , ,

x x a b c t

y y a b c t

z z a b c t







 

 

(2) Euler 方法（空间描述） 

Euler描述的物理量是占据该空间点的流体质点的物理量，仍以 f 表示流

体的一个物理量，其数学表达式为（在空间直角坐标系下）： 

   , , , ,f F x y z t F r t 
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 例如，流体速度的Euler描述为： 

 , , ,v v x y z t
 

或者

 
 
 

, , ,

, , ,

, , ,

u u x y z t

v v x y z t

w w x y z t







 

需要注意的是，上述的流体速度描述表示的含义为：在时刻 t运动到空间点

 , ,x y z 的流体质点具有相应的速度 v ，但是并未显示这一速度属于哪个质点. 

▲ 因为Euler描述提供了一个个物理量的场，在研究问题时比较方便，因此，在

流体力学中空间描述成为主要的描述方法. 

(3) Lagrange描述与Euler描述之间的关系 

设流体质点  , ,a b c 恰好在时刻 t运动到空间点  , ,x y z 上，按照 Lagrange方法： 

 
 
 

, , ,

, , ,

, , ,

x x a b c t

y y a b c t

z z a b c t







                         ① 

 又因为是同一物理量，所以有    , , , , , ,f a b c t F x y z t                   ② 

 将①代入②，可将Euler描述转化为 Lagrange描述，当然，也可以反解①（雅

可比行列式存在），再代入②，实现 Lagrange描述向 Euler描述转化（这里比较

抽象，结合后面的例题理解） 

经验：由欧拉表示法到拉格朗日表示法的变换要求积分运算，而从拉格朗日表

示法到欧拉表示法的变换要求微分运算. 

 

4. 实质微商（随体导数）与流体质点加速度 

(1) Lagrange描述 

   , , ,
, , ,

a b c t
a b c t

t





u
a ，即加速度就是速度对时间的偏导数（随体导数），

因为就是对同一质点而言 

(2) Euler描述 
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   , , ,
, , ,

x y z t
x y z t

t





u
a 不能称为流体质点的加速度，因为在直角坐标系下，

这个偏导数表示的意义为：固定某一空间点，求该空间点随时间的变化率——

即局地变化率，这样的话就不是针对同一流体质点了。因此，欧拉描述下的

加速度表达式应该采用全导数的形式，即（设  , , ,x y z tu = u ）： 

 d dx dy dz
dt t x dt y dt z dt t

    
       

    
u u u u u ua u u  

上述加速度可以写成分量形式，这里不做赘述。（也可尝试在直角坐标系下采

用另一种方式推到加速度公式，如下图） 

 
(3) 实质微商公式 

根据加速度的推到过程，若把速度换成任一物理量 F ，则可以得到实质微商

的普适公式：  d
dt t


  


F F u F  

▲ 关于实质微商公式中哈密顿算子(Nabla)的数学说明 

设有矢量      , , , , , ,P x y z Q x y z R x y z  A i j k 和标量  , ,u u x y z  

Nabla 算子的表达式为：
x y z

  
   

  
i j k ，这里需要注意的是， A 与

  A 的结果是完全不同的，它们的展开如下： 
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P Q R P Q R
x y z x y z

P Q RP Q R
x y z x y z

       
                  


                        

A i j k i j k

A i j k i j k
 

由上可知，矢量与 Nabla 算子进行点乘时，位置不同，结果也不一样。若矢量在

算子的左侧，那么结果就为正常向量的点乘；若矢量在右侧，则在点乘的基础上，

函数还要放到偏微分算子运算符里面去，即算子作用于函数。 

 另外， A 的结果既能继续作用于标量函数，又能继续作用于矢量函数： 

   , u u uP Q R u P Q R
x y z x y z

     
       

     
A A AA A A  

 
 

5. 流线和轨迹 

(1) 流线：在某一时刻，描述流场中各点流动方向的曲线，表现为流线上任何一

点的切线方向与流体在该点的速度方向一致。显然，流线对应于 Euler描述。 

在 流 线 上 取 一 小 微 元 d dx dy dz  r i j k ， 根 据 流 线 的 定 义 ， 有

 0d u v w    r V V i j k ，把该式展开，得到在直角坐标系下的表达式：

dx dy dz
u v w

   

(2) 轨迹：某一质点在某一段时间内的运动轨迹，即同一质点在不同时刻的位置

的连线，由此可知，轨迹对应于 Lagrange描述。轨迹方程就是 Lagrange描述
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中的      , , , , , , , , , , ,x x a b c t y y a b c t z z a b c t   ，但是由于我们在流体力学

中常常采用Euler描述，即都是给出速度场，即： 

 
 
 

 

 

 

, , ,
, , ,

, , , , , ,

, , ,
, , ,

dx u x y z t
dtu u x y z t
dvv v x y z t v x y z t
dt

w w x y z t dw w x y z t
dt

      
   

 

解出上述的微分方程组，就可得到轨迹方程。轨迹方程的表达式又可简写成

如下形式： 

dx dy dz dt
u v w

    

(3) 流线和轨迹的区别 

① 迹线是同一质点不同时刻所形成的曲线，它给出同一质点在不同时刻的速度

方向；流线是同一时刻不同质点的所组成的曲线，它给出该时刻不同流体质

点的运动方向。 

② 迹线方程中，时间 t是自变量， , ,x y z是 t的函数;在流线方程中，时间 t是参数，

积分时当作常量处理。 

③ 迹线是与拉格朗日方法相联系的；流线是与欧拉方法相联系的。 

④ 不定常运动时，流线和迹线一般是不重合的，而在定常运动时，二者必然重

合。 

 

6. 连续方程（质量守恒定律） 

（利用散度定理
S V

d dV    f S f 来推导） 

(1) Euler观点：   0
t
 

   


V （    V 称为质量散度） 

(2) Lagrange观点： 0d
dt
    V （ V 称为速度散度） 

=0
t



表示是定常流，即密度的局地变化为零(也就是质量散度为 0)，它表示

单位时间内流出和流入固定控制体的质量是相等的； =0d
dt


则是不可压缩流体， 
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𝜌=𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡，它表示流体在流动过程中流点的密度始终保持不变。 

 

7. 亥姆霍兹(Helmholtz)速度分解定理——流场内一点邻域的相对运动分析 

 
图 1.2 一点邻域的速度 

 如图 1.2 所示，在时刻 t 的流场中取一点    0 , ,M x y zr 邻域任何一点

   , ,M + x+ x y+ y z+ z   r r ，设 0M 点的速度为  0Mv ，由 Taylor 展开式，

当 | | 0 r 时，邻点M 的速度可以写为： 

     0 0M M M x y z
x y z

     
    

  
V V VV = V V V  

写成分量的形式如下： 

   

   

   

0

0

0

u u uu M u M x y z
x y z
v v vw M u M x y z
x y z
w w ww M u M x y z
x y z

  

  

  

   
      

   
      

   
   

  

 

 根据矢量运算的物理意义可知，V 实际上表示的是M 点相对于 0M 点的相

对运动速度，V 的表示可以用如下的矩阵来表示： 

u u u
x y zu x
v v vv y
x y z

w z
w w w
x y z

 
 
 

   
       
                       
    

 

上式中的方阵可以分解为为两个方阵： 
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1 1 10
2 2 2

1 1
2 2

1 1
2 2

u v u w u u vu u u
x x y x z yx y z

v v v u v v w v
x y z y x y y z
w w w u w v w w
x y z z x z y z

                                 
                                 
                               

1
2

1 10
2 2

1 1 0
2 2

u w
x z x

v u v w
x y z y

w u w v
x z y z

              
                   
 

                 

 

令等式右边的第一个矩阵为记为 A，第二个矩阵为 S ，显然， A矩阵是对称的，

而 S 矩阵是反对称的，下面分别介绍矩阵中分量的所代表的物理意义，进而得到

速度分解定理。 

(1) 相对伸长率 

 

图 1.3 流体的平动 

假设流体微团只沿 x 方向平动，物质线由 AB 变成 A B （ AB x ），计算其

相对伸长率为： 

11xx

uu x t u t
x

ut A
x x






      
  


 

类比可知， 22 33,yy zz
v wA A
y z

  
   

 
也具有表示相对伸长率的意义。由此可见。

A矩阵主对角线三个物理量分别表示 , ,x y z方向上的相对伸长率。 

▲ 进一步讨论 11 22 33, ,A A A  

对于一个正方体流体微团，当 , ,x y z方向发生伸长或者缩短变化时，必然会导
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致流体微团的体积发生变化，易求体积的相对变化率为： 

11 22 33

u v zx x t y y t z z t x y z
x y z

t
x y z

u v w A A A
x y z

        

  

                      


  
        

  
V

 

 

图 1.4 纯膨胀变形 

这里说明，散度的物理意义还可以表述为：①体积的相对变化率；②三根正

交物质线的相对伸长率之和。 

 

(2) 旋转角速度 

两正交微元流体线角速度的平均值，也即角平分线的旋转角速度。 

 
图 1.5 流体微团的旋转示意图 

根据图 1.5，因为 、 很小，可以用利用等价无穷小的关系： ~ tan 
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来求解角度的变化，即
' ',

uv ydtxdtAA v BB uyx dt dt
x x x y y y


 

   


      
 

。

利用几何关系
2

2

4

A O C

A O C

  

  

      

      


，可以求得旋转角  1
2

    ，故旋

转角速度为
0

1lim
2z t

v u
t x y


 

  
       

（规定逆时针方向的转角为正，顺时针方

向的转角为负。根据图中可知 0  ，而角速度分量为标量应该大于零），同理

可得到：
1 1,
2 2y x

u w w v
z x y z

 
                

。由此，矩阵 S 又可写成： 

0
0

0

z y

z x

y x

 
 
 

 
  
  

 

上面的矩阵 S 称为旋转张量。 

▲ 进一步讨论 , ,x y z    

1
2

1 1
2 2

1 1
2 2

x y z
w v u w
y z z

v u
x yx

rot

  
               

  
        

  

 i j k i j

V

k

V

 

 上式表明，速度旋度是角速度矢量的两倍。由此又可定义： = 0V ，称为

无旋运动； 0 V ，称为有旋运动。  V 称为涡量，在气象学上又称为

涡度。 

 

图 1.6 无旋运动(a)与有旋运动(b) 
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(3) 角变形率 

直角边与角平分线夹角的变化速度。在图 1.5 中，流体微团发生变形后，角

度变化量为：
u v t
y x

  
  

       
，根据定义，可以得到角变形速率 

12
1 1lim
2 2yx t

u v A
t y x


 

  
       

 

同理可得到 23 13
1 1,
2 2zy zx

v w u wA A
z y z x

 
                  

。讨论至此，矩阵 A可

以表示为如下形式： 

xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

  
  
  

 
 
 
  

 

上面的矩阵 A称为应变率张量。 

 

通过上述的讨论，亥姆霍兹速度分解定理便可写成如下矢量形式： 

       0 0 0
1
2 R DM M A S M rot A           V V r = V V r r = V V V  

它表明，点 0M 邻近的任一点上的速度可分成三个部分：与 0M 点相同的平移速

度；绕 0M 点转动在M 点引起的速度；变形在M 点引起的速度。(平动+转动+变

形) 
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图 1.7 流体微团运动示意图 

 

8. 变形速度(Deformation Velocity)对应的二次曲面与主轴的求法 

(1) 势函数与速度势 

如果某一矢量函数沿某方向的投影恰好等于某一标量函数在该方向上的偏

导数，则称该矢量为有势矢量，此标量函数称为该矢量的势函数。根据高数中的

结论：   , ,= 0 u v w u u 是udx vdy wdz  成为某一标量函数  , , ,x y z t 全微

分的充要条件。 

在三维情形下， 称为等值（势）面；在二维情形下， 称为等值线。对于

速度矢量V ，其速度势  , , ,x y z t 与分量速度的关系为： 

 , ,u v w
x y z

  
     

  
V  

利用上述公式代入 , ,x y z   ，可得 0x y z     ，从而 = 0V 。也就是说

势函数存在，对应的一定是无旋运动（有势⇔无旋）。容易验证，速度势函数满

足拉普拉斯方程：
2 2 2

2 2 2 0
x y z

     
  

  
 

(2) 变形速度对应的二次曲面 

引入相对坐标 0 0 0, ,x x y y z z        （相对于质心的位置），根据速度
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分解定理有， D  V A r ，写成分量形式有： 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

D

D

D

u A A A
v A A A
w A A A

  
  
  

  
   
   

( ijA 是应变率矩阵 A中的分量) 

再结合 , ,D D Du v w
  

  
  

  
，可以解出变形速度对应的二次曲面为： 

   2 2 2
11 22 33 12 13 23

1
2

A A A A A A C             等值面 （I） 

(3) 二次曲面的主轴及其求法 

在流体微团中，存在三根正交的轴线，这三根轴线能够代表整个微团的变形

情况，且在这三根轴线上，仅有拉伸和收缩，这三根轴线称为主轴。在空间中建

立直角坐标系，当空间坐标系与主轴重合的时候，称改直角坐标系为主轴坐标系。

显然，在主轴坐标系下，应变率矩阵应为对角阵。从一般坐标系到主轴坐标系，

只需要进行坐标变换。对(2)中(I)式做相应的线性变化后，必有新的等值面： 

 2 2 2
11 22 33

1
2

A A A C           （II） 

下面从代数的角度来讨论主轴坐标的求法（在求的同时也是证明） 

 

 设  0D    V r r r ，     r i j k ，根据前面的阐述，有如下方程组： 

 
 

 

11 12 1311 12 13

21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

0

0

0

A A AA A A
A A A A A A
A A A A A A

      
       
       

     
         

        

 

 设r的方向余弦为 l m n i j k ，根据  = r l m n    r i j k ，上面的方程组可
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以进一步写为： 

 
 

 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

0

0

0

A l A m A n

A l A m A n

A l A m A n







   


   
    

 

我们知道， 2 2 2 1l m n   ，也就是说上述方程有非零解存在，那么必有系数行

列式为 0，即： 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

0
A A A

A A A
A A A







 


 

显然这是关于的一个三次方程，必能解出三个不同的，回代方程，得到三座

不同的方向余弦，由此确定了主轴。结论： 11 22 33 1 2 3+A A A       （即的物

理意义为相对伸长率） 

 

9. 有旋运动 

(1) 判断物理量：涡度—— =0V 对应无旋运动， 0 V 为有旋运动. 涡度

的一个基本性质为 =0 . 

(2) 有关基本概念 

① 涡线（类比流线） 

于某给定时刻，曲线上任意一点的切线方向与在该点的流体的涡量方向一致. 

涡线方程： 0d  r ，直角坐标系下：
x y z

dx dy dz
  

   

根据涡线定义，空间任一点只能作一条涡线。 

② 涡面 

给定瞬间，通过某一曲线(本身不是涡线)的所有

涡线构成的曲面称为涡面。 

③ 涡管 

由封闭涡面组成的管状涡面称为涡管 

④ 涡通量 
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通过某一开口曲面的涡量总和，
A

J d  S  

(3) 涡量守恒定理（Helmholtz 运动学涡旋定理） 

 

图 1.8 涡量守恒证明示意图 

定理：在同一时刻，同一涡管的各个以绕涡管壁面的封闭曲线为边界的曲面

上的涡通量相同。证明过程如下： 

结合涡度的性质以及涡通量的表达式，有 

1 2 3
1 2 30

V A A A
dV dA dA dA           散度定理   n n n  

根据涡线的定义，
3

3 0
A

dA   n ，从而
1 2

1 2A A
dA dA    n n ，得证。 

▲ 从上述定理可以得到推论： 

① 对于同一个微元涡管来说，在截面积越小的地方，流体旋转的角速度越大； 

② 涡管截面不可能收缩到零. 涡管不能始于或终于流体，而只能成为环形，或

者始于边界，终于边界，或者伸展到无穷远。 

 

(4) 速度环量及其与涡通量的关系 

在流场中任取一封闭曲线 L，速度沿该封闭曲线的线积分称为曲线 L 的速度

环量. 
L L

V dl udx vdy wdz     


  。规定积分时正向为：封闭曲线所包围的区

域总在行进方向的左侧。 

速度环量与涡通量有密切的关系。若 S 是以封闭周线 L 为周界的曲面，如 L

为可缩曲线，则由斯托克斯公式得 

 
S S

L

d d d J       V l V S = S =  
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也就是说，可缩封闭曲线 L 的速度环量等于穿过以该曲线为周界的任意开口曲面

的涡通量。 

 

图 1.9 基本概念的示意图 

10. 无旋运动 

(1) 可收缩曲线与可重合曲线 

在不碰边界的前提下，区域中的任意，一条曲线可收缩至一点，则该曲线称

为可收缩曲线；若区域中的任意两条曲线经过变换可以完全重合，称两条曲线的

任何一条为可重合曲线。若在给定的区域中，做出了 n 条不可重合不可收缩的曲

线，则称该区域为(n+1)连通区。 

(2) 单值与多值速度势 d d d     r u r  

① 单值速度势，对应单连通区域的无旋运动。如下左图所示，由 stokes 公式，

有
1 2 1 2

0
C C C C C

d d d d d


              u r u r u r u r u r ，即积分与路径无关，

所以 O 和 P 两点的速度势只差了一个数，即
P

P O O
d    u r 。在单连通域中，

速度势是单值函数，而且沿任意封闭曲线的环量为零。因此在单连通域的无

旋流动中不可能存在封闭流线。 0 V 是单连通域里积分与积分路径无

关的充要条件。 
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② 多值速度势，对应于多连通区域的无旋运动。此时积分的值与路径是有关的，

我们通过双连通区域来加以说明。 

证明一个定理：对双连通区域，任何不可压缩的封闭曲线上的环流相等。

如下左图，在两个无限长的柱面之间的双连通域中做割面构成单连通区域，

则有： 

1 2 1 2

0
L AB ED L L AB ED L

d d d d d
  

               u r u r u r u r u r  

易知 0
AB ED

d d    u r u r ，从而
1 2 1 2

0
L L L L

d d d d


             u r u r u r u r ，

上述的定理得证。 

 
 如上右图，对于双连通区域，闭合环流不为 0，记为 0

C

d   u r ，那么双连

通区域的速度势差为：
0

0

0p p
P P

n d      u r  

 

(3) 不可压缩流体的无旋运动的重要性质 

① 势函数满足Laplace方程和叠加原理，即  2 2 2
1 2 1 20, 0 + 0           ； 

② 0
S

dS
n




 ； 

③ 速度势在流体内任何点上不可能存在极值； 

④ 速度势在任何完全位于流体内部球面上的平均值等于球心处的速度势值； 
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⑤ 单连通区域的唯一性定理：边界上流体的法向速度唯一确定流场。 

 

 典型例题 

1. 设两维流动  (1 2 ),   ,  0u x t v y w    ，求 t=0 时通过（1，1）点的轨迹. 

解：根据轨迹的定义，有

 (1 2 )dx x t
dt
dy y
dt

  

 


，积分得
(1 )

1

2

t t

t

x c e
y c e

 



。结合条件 0t  时，

1x y  ，可解出 1 2 1c c  ，故
(1 )t t

t

x e
y e

 



，消去 t 得 1 ln yx y   

2. 已知流动场为 , , 0u x t v y t w      ，试求 0t  时过  1, 1M   点的流线和

轨迹。 

解：(1) 轨迹方程：
dx dy dt
u v

  ，即

dx x t
dt
dy y t
dt

  

   


，解得 1

2

1
1

t

t

x c e t
y c e t

   


  
，根据初

始条件，求得 1 2 0c c  ，从而
1

1
x t
y t

  
  

，故轨迹方程为： 2x y    

 (2) 流线方程：
dx dy
u v

 ，即
dx dy

x t y t


  
，两边分别对 ,x y积分，得到

  x t y t C    ，根据初始条件，求得 1C   ，所以 0t  时刻的流线方程

为 1xy  . 

▲ 本题中关于轨迹方程求解的提示 

以
dx x t
dt

  为例，这实际上是 x 关于 t的一阶非齐次常微分方程，写成标准

形式为：  x t x t   ，其通解为
     P t dt P t dte Q t e C     

   

3. 已知平面剪切流场为：  0 , 0, 0u ay a v w    ，分析该流场的运动学特征。 

解：(1) 流线：
dx dy
u v

 ，从而有 0dy y c   ，即流线是平行于轴的直线族. 
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 (2) 流体的散度： 0u v w=
x y z

  
    

  
V ，说明是不可压缩流体. 

 (3) 流体的旋度：
w v u w v u= a
y z z x x y

                            
V i j k = k ，说明 

是有旋运动. 

(4) 对应的二次曲面： 

根据流场表达式，易知 

11 22 33 13 23 12
10,
2 2yx

u v aA A A A A A
y x


  

           
 

所以二次曲面的表达式为 12
1 1
2 2

A a     

(5) 对应的变形速度：
2 2D
a a     V i j  

(6) 主轴方向的求解 

根据

11 12 13

21 22 23

31 32 33

0
A A A

A A A
A A A







 


，有

0
2

0 0
2

0 0

a

a









  



 

解得 1 2 3, , 0
2 2
a a      ，分别回代至代数方程组中，解得三组方向余弦

为： 

 
3

1 2

1 1 1 1, ,0 , , ,0 , 0,0,1
2 2 2 2 
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4. 在一定常流动中任取一根截面积很小的流管，证明连续方程： nSv const 

（其中  为流体密度，S为流管的截面积， nv 为管内垂直于截面的速度） 

解：运用质量守恒定理。 

 
根据质量守恒定律，在一段细流管内的质量应保持不变，即流进与流出的质

量需相等。从而有
1 21 2n nv S v S  （单位时间内），写成统一的形式，有： 

nSv const   

5. 已知质点的位置表示为    2 3, 1 , 1t tx a y b a e z c a e        ，求： 

(1) 速度的欧拉表示； 

(2) 加速度的欧拉表示和拉格朗日表示，并分别求    , , 1,0,0x y z  以及

   , , 1,0,0a b c  时的值； 

(3) 过点  1,1,1 的流线及 0t  时在    , , 1,1,1a b c  这一质点的轨迹； 

(4) 速度旋度和散度、涡线. 

解：(1) 2 2 3 30, 2 2 , 3 3t t t tx y zu v ae xe w ae xe
t t t

     
           

  
（如果不用

x 替换 a，那么速度描述为 Lagrange描述，替换后就是Euler描述） 

(2) 根据(1)中的表达式，加速度的 Lagrange描述为：  2 30,4 ,9t tae ae  ，Euler  

描 述 为  2 30,4 ,9t txe xe  （ 根 据 Lagrange描 述 由 x a 直 接 替 换 ） 将

       , , 1,0,0 , , , 1,0,0x y z a b c  代入表达式，得加速度值均为  2 30,4 ,9t te e   

(3) 因为 0u  ，故流线方程为

0

dy dz
v w

dx

 

 

，加速度的表达式代入（注意是在

Euler描述下），求得流线方程
2
3

ty e z c  ，由初始条件    , , 1,1,1x y z  ，求
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得
21
3

tc e  ，故过点  1,1,1 的流线方程为： 

 2 1
3

ty e z    

轨迹方程为： 

2

3

2
, 1

3

t

t

y ae
t a
z ae
t





      
 

 

解上述微分方程，有
2

1
3

2

t

t

y ae c
z ae c





  


 
，根据初始条件    0, , , 1,1,1t a b c  可得

到 1 2 0c c  ，故轨迹方程为： 

2 31, ,t tx y e z e     

(4)散度 0u v wdiv
x y z

  
   

  
V ； 

旋度 3 23 2t tv w w u u vrot e e
y z z x x y

                              
V i j k = j k  

涡线方程为 0
x y z

dx dy dzd
  

    r ，而
1
2

rot V ，列出方程为： 

2
3

, 03
2

t
ty z

dy dz dy dz dx
ee  


   


 

解得涡线方程为： 1 2
2 ,
3

tz e y c x c     

 

6. 已知    1 1, 1 1 , 0t tu a e v b e w       ，求 

(1) 加速度场以及 1t  时在 1, 1x y  处的值； 

(2) 流线和轨迹，以及经过  0,1,0 处的流线和 1t  时在  1,0,0 处的轨迹； 

(3) 散度和旋度. 

解：(1) 题中所给的速度场为 Lagrange描述，因此加速度场为： 
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    , , 1 e , 1 e ,0t tu v w a b
t t t

          
a  

而题目中所给初始条件为 Euler意义下的描述，因此有必要将上述

Lagrange描述下的加速度场转换为 Euler意义下描述的加速度场，根据： 

 

 
 
 

1

2

3

1 1
1

1 1 1

0

t

t

t t

xu a e
t x t a e c
yv b e y t b e c
t

z czw
t

 

                          

 

由 Lagrange描述的初始条件：    0, , , , ,t x y z a b c  ，由此解得： 

1 2 31, 1,c c c c     

所以

 
   

1 1

1 1 1, 1,0

t

t

x t a e

y t b e x t y t
z c



    
          
 

a ，将初始条件代入，得

到加速度为  1,1,0  

 (2) 由(1)可得速度的Euler描述为 , , 0u x t v y t w       

因此流线方程为： , 0dx dy dz
x t y t

 
  

，解得    1 2,x t y t c z c     

在  0,1,0 处，解得  1 21 , 0c t t c   ，故流线方程为 

    1 , 0x t y t t t z      

轨迹方程为： , , 0dx dyx t y t dz
dt dt

      （前两个为一节线性非齐次方

程） 

解 得 轨 迹 方 程 为 ： 3 4 51 , 1 ,t tx t c e y t c e z c       ， 由 1t  时

   , , 1,0,0x y z  ，解得 1
3 4 5, 0, 0c e c c    ，故轨迹方程为： 
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11
, 0

1

tx t e
z

y t

   


 
 

 (3) 0, 0div rot V V  

 

 习题一 

1. 已知流体的运动： , ,
2 2 2 2

t t t ta b b c a b b cx a y e e z e e    
     ，求速度场

的欧拉描述与拉格朗日描述. 

2. 已知流场 1, , 0u x v x w    ，求： 

(1) 速度的拉格朗日描述； 

(2) 质点的加速度； 

(3) 该流题是否可压，是否有旋； 

(4) 流线和轨迹. 

3. 不可压流体从圆锥形管的顶点流出，已知沿轴线方向，距离顶点为 l处横截面

处的流速为  u t ，求距离截面为 x 上的流体质点的加速度. 

 

答案： 

1. 拉格朗日描述： ,
2

,
2 2 2

0 t t t ta b b c a b b ce e e e    
 






 ；欧拉描述：  0, ,z y  

2. (1)     1 , 1 1,0t ta e a e   ；(2)     1 , 1 ,0t ta e a e  ； 

(3) div = 1,rot =V V k ，故可压缩，有旋；(4)   1 2ln 1 ,y x x c z c     . 

3.    
2

2
3 2la xu t u t

x
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第二章 流体运动的基本方程 

 章节思维导图 

 

 重要知识点 

1. 作用在流体上的力 

(1) 质量力（体积力） 

作用在每个流体微团上的力，其大小与流体质量（体积）成正比，是一种遇

远程力。例如:重力、惯性力、磁力。 

(2) 表面力 

分离体以外的流体(或其他物体)通过分离体表面作用在流体上的力，其大小

与作用面积成比。表面力分布在流体面上，是一种接触力。定义表面力的面积密

度，即单位面积上流体所承受的表面力为应力（
0

limn A A





Fp ）。 

▲ 凡谈及应力，应注意明确以下几个要素： 

① 哪一点的应力； 

② 哪个方位作用面上的应力； 

③ 作用面的哪一侧流体是研究对象(表面力的受体)，从而决定法线的指向； 

④ 应力在哪个方向上的分量。 
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▲ 对应力 np 的理解 

① 应力 np 的方向一般并不与法向n 一致，存在分量； 

② np 的含义为：n 方向所指的流体对另一侧流体的作用。 

③ n n p = p ； 

 

2. 流体中任意一点的应力分析 

 

▲ 四面体的应力( x y z, ,  p p p 不一定垂直坐标平面) 

根据牛顿第二定律，有： 

n x x y y z zm+ S S + S + S m       F p p p p = a  

通过量纲分析可知，      3 2, im l S l l      很小 ，又根据 n n p = p ，有： 

n x x y y z zS S + S + S   p p p p  

而 , ,x y zS S S   是 S 在坐标平面上的投影： 
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,

,

,

x x

y y

z z

S Scos n x n S

S Scos n y n S

S Scos n z n S

  

  

  

  


 
  

（ , ,x y zn n n 为n 的方向余弦） 

所以上述式子最终可以化简为： 

n x x y y z zn +n +n  p p p p n P  

上述的 P 矩阵称为应力张量，一共有 9 个量： 

x xx xy xz

y yx yy yz

z zx zy zz

p p p
p p p
p p p

  
      

      

p
P p

p
 

可以证明，应力张量是对称的，有 ij jip p ，也就是说，应力张量只有 6 个独立

的分量。 

[附：证明过程如下，了解即可] 

 

▲ 应力对称性证明的示意图 

上图中        1 2 3, , , 0, , , ,0, , , ,0G x y z G y z G x z G x y 分别为小四面体四个面的

重心，通过前面牛顿第二定律的推导，可知动量矩满足： 

1 2 3n x x y y z zn + n + n    r p r p r p r p  

又 n x x y y z zn + n + n    r p r p r p r p ，两式作差可到： 
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     1 2 3 0x x y y z zn + n + n      r r p r r p r r p  

而 1 2 3, ,x y z     r r i r r j r r k ，上式可以化为： 

0x x y y z zxn + yn + zn   i p j p k p  

1 2 3G G G 与 ABC 平行，所以二者的法向量均为 n ，考察四面体 1 2 3G G G G ，则

有 1 2 3, ,  r n r n r n均代表四面体的高，所以 1 2 3    r n r n r n，将分量形式代入，

有 

x y zxn yn zn   

从而上述方程可以化为： 0x y z+ +   i p j p k p  

将分量形式代入，得       0yz zy xz zx xy yxp p + p p + p p   i j k ，得证。 

 

3. 主应力 

同流体微团的变形运动相类似，流体的应力也有以下结论： 

存在三个正交的主方向，这三个方向上只有法向力没有切向力 

▲ 主方向下的应力张量为

1

2

3

0 0
0 0
0 0

p
p

p

 
 
 
 
 

 

▲ 应力的物理意义为压强 

4. 静止流体的应力特点 

(1) 只有法向力，没有切向力； 

(2) 同一位置，各个方向的法向力大小相同，为  1 2 3
1
3

p p p  . 

▲ 运动流体中，边界法向力的平均值也为  1 2 3
1
3

p p p  ，采用旋转坐标系找到

主方向来证明。 

5. 本构方程（广义牛顿定律）——应力张量与应变率张量的关系 

(1) 主应力的分解 

令 1 1 2 2 3 3,p p p p p p p p p          ， （其中  1 2 3
1
3

p p p p    ）： 
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1 1

2 2

3 3

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

p p p
p p p

p p p

     
            
          

 

也就是把主应力分为压强与除了压强以外剩余的部分，其中第二个矩阵，就是要

建立本构方程的切入点。 

(2) 建立本构方程的三大假设 

① 遵循广义胡克定律，即应力张量应是应变率张量的线性函数； 

② 流体的性质在空间当中是各向同性的； 

③ 应力主方向与应变率主轴重合. 

 

(3) 本构方程的推导与建立 

根据假设①，有 

 
1 1 1 1 2 1 3 1 11 1 1

2 2 1 2 2 2 3 2 2 2 2 2

3 3 33 33 3 1 3 2 3 3

*
p a b c p a b c
p a b c p a b c

a b cpp a b c

   
   

  

        
               
             

 

 

根据假设③，有主方向与主轴重合，定义相互平行的轴之间为特殊关系，相

互垂直的轴之间的关系为非特殊关系。例如，上图中 与 之间是平行关系，

那么它们之间为特殊关系，而 与 ,  为垂直关系，所以称为非特殊关系。根

据特殊关系与非特殊关系的划分，再结合假设②，可以知道  * 中系数矩阵的对

角线元素均为特殊关系，其他元素均为非特殊关系，且有 

1 2 3 2 3 1 3 1 2,a b c a a a b b c c b          
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于是广义胡克定律可以简化为： 

 
 
 

 
 
 

1 1 2 3 1 1 2 3 1

2 2 1 3 2 1 2 3 2

3 3 1 2 3 1 2 3 3

+ +2

+ +2

+ +2

p a b p b

p a b p b

p a b p b

      

      

      

      
 

      
       

改写 （  为一系数） 

由第一章的结论知 1 2 3+ =    u且 1 2 3 1 2 3+ + + + +3 =0p p p p p p p    ，解得
2
3

b   ，

从而有： 

1 1

2 2

3 3

2 +2
3
2 +2
3
2 +2
3

up p p p
x
up p p p
y
up p p p
z

 

 

 

       

       

       


u

u

u

 

再结合一般坐标系下，应力、变形与主应力、主变形的关系，即可得到本构方程

的表达式为： 

 

2 +2
3
2 +2
3
2 +2
3 22

3

2

2

xx

yy

zz

xy yx xy

xz zx xz

yz yz yz

up p
x
up p
y
up p
z

pv up p
x y
w up p
x z
w vp p
y z

 

 

 

 
 

 

 

      
      


                            

           


          

为单位对角阵

u

u

u

P A u I I  

▲ 满足本构关系的流体称为牛顿流体，否则称为非牛顿流体。 

 

6. 流体力学基本方程组 

▲ 描述流体运动的基本定律 

质量守恒定律（连续方程）； 

动量平衡方程； 

动量矩平衡方程； 
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能量守恒定律（热力学第一定律）； 

熵不等式（热力学第二定律）. 

(1) 质量守恒定律（见第一章的推导） 

(2) 动量平衡方程 

取一物质曲面为S、体积为 的流体微团，其总动量为： d


  K u  

 前面的讨论指出，作用在流体微团上的力分为体积力（质量力）和表面力，

因此根据动量定理，可以得到方程： 

nS

d d dS
dt 

   
K F P  

 方程左边 

   d dd d dd d
dt dt dt dt  

 
       

K uu u ，根据质量守恒，有
  0

d d
dt
 

 ，于

是方程左端结果为：
d d d
dt dt

  
K u  

 方程左端第二项 

为了使得方程便统一，面积分需要转换成体积分。设 P Q R  N i j k ，则根

据 Stokes 公式，有 

S V V

P Q Rd dV dV
x y z

   
          

  N S N  

令  , , ,N lP mQ nR l m n   为曲面的法向量，则  
S S

d lP mQ nR dS    N S ，

再令 0Q R  ，于是 Stokes 公式可以化为： 

 *
S V

PlPdS dV
x




   

当 P 为某一向量时，有 

x y zS S S S

yx z
V V V V

l dS lA dS lA dS lA dS

AA AdV dV dV dV
x x x x

   

  
   

   

   

   

A

A  

根据  * 式可以得出
S V
l dS dV

x



 
AA 。而 n x y zl m n  P P P P ，最终化简得到：
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yx z
nS

d d
x y z


  

       
 

PP PP S ，于是，总的方程可以写为： 

0yx zd d
dt x y z

  
  

        


PP Pu F  

若定义div yx z

x y z
 

  
  

PP PP ，动量平衡方程可写为： 

= +div d
dt

 u F P  

分量形式为： 

yxxx zx
x

xy yy zy
y

yzxz zz
z

PP Pdu F
dt x y z

P P Pdv F
dt x y z

PP Pdw F
dt x y z

 

 

 

  
      

          
  

   
  

  
x xx xy xz

y yx yy yz

z zx zy xz

P P P
P P P
P P P

   


  
   

P i j k
P i j k
P i j k

 

上述方程的未知量有： , , , iju v w p ，所以方程看似清晰，实则由于未知量太多还

是很复杂。利用本构关系，将
22
3

p       
 

P A u I 代入化简，得到 Navier-

Stokes 方程： 

   

   

2= +div 2
3

2div 2 div grand div 
3

2div 2   
3

d p
dt

p

p

   

  

  

       
  

  

      

u F A u I

F + A u

F + A u

 

（读者可自行尝试写出分量形式） 

 N-S 方程左端代表单位体积流体的惯性力，右端第一项表示单位体积的质量

力，第二项表示粘性变形应力，它只与流体的粘性系数和应变率张量有关，第三

项代表作用于单位流体体积的压强梯度力，第四项代表粘性体膨胀力。需要指出

的是，上述的方程的未知量有： , , , ,u v w p ，仍然比较多，因此，常常做出一些

简化假设，而事实证明，这些假设在实际运用中大量存在。 

把 各自看成为列向量，则

矩阵的每行分别代表 方向的分量

, ,x y zP P P

, ,
xx yx zx

x y z xy yy zy

xz yz zz

P P P
P P P
P P P

 
      
  

P P P P

, ,i j k
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 均质流体，即 const   

那么 N-S 方程可以写为：  2= 2  div  
3

d p
dt

        
u F + A u  

其中divA 的求法同divP 的求法类似，结果如下： 

1 1
2 2

1 1div
2 2

1 1
2 2

u v u w u
x x y x y z x z

u v v w v
x y x y y z y z

u w w v w
x z x y y z z z

                              
                                 
 

                              

A =  

矩阵中 1,2,3 行分别代表在 , ,i j k 方向的分量。 

 均质不可压流体，即 , const    

此时有div = 0u v w
x y z

  
  

  
u ，于是可以推出 21div

2
A = u，于是流体 N-S 方程

的形式为： 

2=   d p
dt

     
u F u  

[推导提示] 

对于第一行，有： 

1 1 1 1
2 2 2 2

u v u w u u u u u v w
x x y x y z x z x x y z x x y z

                                                                  
 

将 0u v w
x y z

  
  

  
代入上式，化简可得到

2 2 2

2 2 2

1
2

u u u
x y z

   
     

 

 均质不可压的理想流体，即 , , 0const     

方程进一步简化为： =  d p
dt

   
u F ，此方程称为欧拉方程。 

 

(3) 能量方程 

 对动量守恒方程 = +div d
dt

 u F P 两边同时点乘 u 再对体积积分，有： 
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= + div d d d d
dt  

        
uu F u u P  

 下面对方程各项进行化简与变形处理。 

· 方程左边 

 
1

12=
2

d d dd dd d d
dt dt dt dt   

 
     

         
    分部积分公式

u u
uu u u u u  

 根据质量守恒   0
d d

dt
 

 ，所以方程左边为： 

1 1
2 2

d d d dEd d d
dt dt dt dt  

            
   

uu u u u u （一块流体动能随时间的变化） 

· 方程右边第一项 

 在体积力有势，且与时间无关，有
d
dt t
 

      


u u ，第一项可化

为： 

   d d d ddd d d
dt dt dt    

   
     


            分部积分F u u  

 同样的   0
d d

dt
 

 ，所以  d d dPd
dt dt 

 
 


     F u （一大块流体势能变

化） 

· 方程右边第二项 

 仍然采用分部积分进行转换： 

     

     

1

div yx z

yx z
x y z

x y z x y zS

nS

d d
x y z

d d
x y z x y z

l m p dS d
x y z

dS D d

 

 





 

 





  
        

              
       

               

  

 

 

 

 

PP Pu P u

u Pu P u P u u uP P P

u u uu P u P u P P P P

u P

 

 nS
dS u P 表示应力做工的功率，将本构关系代入 1D d


 中，得其表达式为： 

 
2 2 22 2 2

2
1

2 2 2 2
3

u v w u v u w v wD d p d d
x y z y x z x z y  

   
                                                                  

  u u  

上式中第一积分的物理含义为： 

 前面已经指出，  u 的物理意义之一为“体积的相对变化率”，所以 du
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表示体积的绝对变化，那么 p d  u 就表示做的功。记
dI p d
dt 

    u ，其中 I

表示储存能（类似弹性势能）；记 

 
2 2 22 2 2

22 2 2 2
3

u v w u v u w v w
x y z y x z x z y


                                                          

u  

那么能量方程可以写为： 

 
nS

d E P I
dS d

dt 
 

 
   u P  

上述方程表明，系统能量的改变，一部分由应力做功引起，另一部分由于自身消

耗改变（如粘性流体的内摩擦耗散等）。需要指出的是，流体自身的耗散是必然

的存在的，对 进一步化简可得到： 

2 2 2 22 22
3

u v u w v w u v u w v w
x y x z y z y x z x z y

  
                                                                           

 

可见 0  ，由此说明了耗散必然存在。 

 

7. 速度和应力的边界条件 

(1) 运动学边界条件 

 边界上法向速度连续；流体质点不离边界。 

 边界上法向速度连续是指流体质点在边界的法向速度与边界本身的法向度

度保持一致。流体质点不离边界，设边界的方程为  , , , 0F x y z t  ，根据要求，

经过 dt 时间后，有  , , , 0F x dx y dy z dz t dt     ，进行泰勒展开，有： 

0 0F F F F dFF dt dx dy dz
t x y z dt

   
      

   
 

(2) 动力学边界条件 

 流固交界面、流流交界面的切向速度连续； 

 流固交界面的应力显然是不连续的，这里不做讨论，下面讨论流流交界面的

应力情况，其结论为：不考虑液体的表面张力时，法向应力连续；考虑表面张力
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时，法向应力不连续。 

 

根据牛顿第二定律，界面流体质点的动力学方程为： 

1 2

1 1m m S S S
R R

     

 
     

 
n na F p p n  

通过量刚分析，    3 2,m l S l     ，所以有    
1 2

1 1
R R


 

   
 

下 上n np p n ，

若继续在等式两边点乘 (切向方向的单位向量)，则有      下 上n np p  ——

切向应力是连续的。 

 

8. 粘性流体运动中速度环量的变化——环流定理 

 已知均质流体的 N-S 方程为： 

 2=   
3

d p
dt

  
 

 
       

 

u F u + u  

 对封闭流体质点线进行积分有 

2=   
l l l l

d pd d d d
dt





            u l F l l u l  

 [注]     0
3 3l l

d d 
         u l u  

 考察环流的变化率
d
dt
  

   21
2l l l l l l

d d d d d dd d d d d u d
dt dt dt dt dt dt
                

             u l u uu l l u l l  

 上式表明，封闭流线的速度环量对时间的变化率等于此封闭流向的加速度环

量。结合(1)和(2)，可以得到环流定理如下： 
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2=   
l l l

d pd d d
dt
 




         F l l u l  

(1) 若体积力有势(  F )，右端第一项为可以消去。 

(2) 压强梯度力对环流的影响 

 根据 Stokes 定理 

2

1 1
l l

S S S

p p pd d p d p d d
    

      
                  

   
     l A A A A  

(利用前第一章提到过的微分算子运算法则进行运算) 

 当密度仅是压强的函数时，即  T  时，称流体为正压流体；反之，称之

为斜压流体。类比体积力有势，正压流体有
p P




  ，因此正压流体对环流是

没有影响的。从上面的方程推导还可以看出，当密度分梯度和压强梯度平行的时

候，环流无变化。 

 

(3) 粘性力对环流的影响 

 无粘流体对环流显然没有影响。 

 已知矢量运算法则：     2     u u u，于是 

   

 

2

l l l

l l l

d d d

d d d

  

  

         

        

  
  

  
  

u l u l u l

u l l 
 

 假设 ,z d dx dy   k l i j，那么 z zd dx dy
y x

  
  

       
l = ，可见，

流体有粘性和涡通量的分布不均匀都会影响环流。 

 

9. 几个重要的涡旋定理 

(1) Helmholtz 运动学涡旋定理(第一章) 

同一时刻同一涡管两个不同的截面上涡通量相同； 

(2) Kelvin 环流定理 
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 理想正压流体，且体积力有势，那么有 =0d
dt


，即沿着任意一条封闭流线的

速度环量在流动过程中保持不变。 

(3) Helmholtz 动力学涡旋定理(Helmholtz 涡管强度保持性定理) 

 根据 Helmholtz 运动学涡旋定理可知，某一时刻通过某一截面的速度环量与

涡通量(涡管强度)的关系满足： 

 
S L

J d d      A v l  

再根据 Kelvin 定理可知，在运动过程中涡管强度也保持不变。 

(4) Lagrange 涡保持性定理——流场是否有旋的判据 

 理想正压流体，且体积力有势，如果初始无旋，那么以后永远无旋。该定理

反映了在一定条件下。流场的旋涡不会产生也不会消失。 

 

10. 涡度方程 

 已知运算法则： 

              A B B A A B B A A B  

 特别的，当 A = B 时，有  
2

2
A

    A A A A  

 根据 8 中的 N-S 方程(假设体积力有势)，记  2

3
f      u + u ，结合上述

运算法则，方程可以转化为： 

2

+ =  
2
u p f

t



  

        
u u  

对上述方程两边分别取旋度，则方程进一步写为： 

  2+ =  p f
t




  
   


u   

 已知矢量运算法则：                   A B B A A B B A A B，

于是               u u u u    ，从而涡度方程为： 



《流体力学 I》·知识点梳理

 

41

    2

d p f
dt




 
       u u    

[注] 

· 标量场 的梯度场是无旋场，也就是说它的旋度处处为零：   0   ； 

· 向量场 A 的旋度场是无源场，也就是说它的散度处处为零：   0  A  

 

 从上述方程中，可以看到影响涡度改变的因子除了外力(有势可以则没有影

响)、流体非正压和粘性外，还有一项      u u  (称为内部作用)，下面对

其进行简单讨论。 

 设 z k ，于是 

     z z

z z z

d u v wu v w
dt x y z x y z

u v u v
z z x y

 

  

        
                       

    
        

u u k i j k i j k k

i j k

  
 

(1) 平行转轴的方向 k  

 当流体水平辐合时， 0z
u v
x y


  

     
，此时涡量将增加；流体水平辐散时

涡量减小。三维的速度散度表示体积的相对变化率，可以得到二维情形下水平散

度表示面积的相对变化率，即
1u v dA

x y A dt
 

 
 

，从而 

 1 0z z
d dA d A

dt A dt dt
     

k k  

即垂直方向的涡通量守恒。 

(2) 垂直于转轴的方向 i, j  

 ,z z
u v
z z

  
 

i j 表明了流体垂直方向上有速度的剪切时时，会使得涡量发生

变化。也可以理解为，水平方向的速度在垂直方向上分布不均匀（垂直切变），

导致涡量改变，通知这种速度分布不均匀会导致涡管发生倾斜。 
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[注] 可以结合电磁学中的楞次定律来进行理解。 

 

 典型例题 

1. 沿变深度矩形截面河道水面上有波动运动，求此波动满足的连续方程。 

解：设 x 轴取在河道方向静止水面上，

自由静止水面算起的深度为 h(x)，自

由表面离静止水面为  ,x t ，河道截

面平均水流流速为  ,u x t ，河宽长度

为 b 不变，水的密度为常数  。 

取一长为 dx 的控制体，则单位时间内流过该控制体的净质量为 

       h bu h bu dx h bu h bu dx
x x

        
             

 

又单位时间内控制体质量的减少可以写为  h bdx
t

 
   

 

由质量守恒，得    h bdx h bu dx
t x

    
          

，化简得连续方程为 

 
0

h u
t x

      
 

 

若 h  ，上述方程可近似写为
  0
hu

t x
 

 
 

 

2. 设某一细流管的截面积为 ，试证明其中的流动满足
    0

u
t s

   
 

 
，

其中u 表示流体在细管中的流动速度， s 表示沿流动方向的微元。 

证明：沿流动方向取一段厚度为 s 的控制体，根据质量守恒( 0dm
dt

 )，有 

     0 0
d sd ds s

dt dt dt


         

将第一项按照实质微商公式展开： 
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           10 0
d s d s

s u s u
t s dt t s s dt

     
   


   

      
   

 

上式中
 1 d s

s dt



可以表示沿s方向的相对伸长率，根据速度散度的物理意义，可

以知
 1 d s u

s dt s








，从而有
    0uu

t s s
 


  

  
  

，后两项进行合并，

得到
    0

u
t s

   
 

 
，证毕。 

▲ 有关连续方程的证明题，证明的思路一般是根据 0dm
dt

 写出表达式后进行化

简，其中会用到一些微分的法则，结果应尽可能的向证明的表达式靠。 

 

 习题二 

1. 设有一明渠，宽为 b(x)，水深为 h(x, t)，x 代表明渠任一界面的位置。如果认

为同一截面上速度相同，即 u=u(x)，试求连续方程。 

2. 在上题中，如果静止时 h=h(x)，由于外部扰动，使自由表面产生了波动，此

时任意一截面的水深可表为 H(x, t)=h(x)+ξ(x, t)， 其中，ξ(x, t)为波剖面。

设流体为不可压流体，试证明此时连续方程为： 

  0
bHu

t b x
 

 
 

 

答案 

1. 根据   0d bh x
dt

   ，得到连续方程为     0
bvd h

dt b x



 


 

2. 证明略，可仿照例题 2 证明 

参考资料 

[1] 作用在流体上的力 

[2] 第二章第节作用于流体的力应力张量（PPT 精品） 

[3] 微分形式的基本方程_流体力学 

  

https://www.doc88.com/p-9002839753442.html
https://www.doc88.com/p-5099582054068.html
https://www.doc88.com/p-49699193963380.html
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第三章 理想流体动力学 

 章节思维导图 

 

 

 重要知识点 

1. 理想流体的 Euler 方程与兰姆(Lamb)方程 

 前面在推导的 N-S 方程如下： 

   2div 2   
3

d p
dt

         
u F + A u  

对于理想流体，有 , 0const   ，于是得到理想流体的 Euler 方程如下： 

d p
dt 


 

u F  

上述方程可以进行改写，若体积力有势，且流体为正压流体，于是有

, pF P



    ，等式左边可写成  d

dt t


  


u u u u ，对于  u u，第二章

提到了微分运算法则： 

              A B B A A B B A A B  



《流体力学 I》·知识点梳理

 

45

从而有：  
2

2
u

    u u u u，记

2

2
uE P   ，于是 Euler 方程为 

= 0E
t


   


u u  

 

2. 系统与控制体 

(1) 系统 

 系统是指某一确定流体质点集合的总体。系统以外的环境称为外界。分隔系

统与外界的界面，称为系统的边界。系统具有的特点是： 

· 系统随系统内质点一起运动，系统内的质点始终包含在系统内，系统边界的

形状与所围空间的大小，可随运动而变化； 

· 系统与外界无质量的交换，但可以有力的相互作用，及能量（热和功）交换。 

 

(2) 控制体 

 控制体是指在流体所在的空间中，以假想或者真实流体边界包围，固定不动

形状任意的空间体积，包围这个空间体积的边界曲面，称为控制面。控制面的特

点是： 

· 控制体的形状与大小不变，并相对于某坐标系固定不动，控制体内的流体质

点并非不变； 

· 控制体既可通过控制面与外界有质量和能量的交换，也可与控制体外的环境

有力的作用。 

 

3. 雷诺(Reynolds)输运定理 
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 如上图所示，设 t 时刻体积在空间位置上  t ， t t 时刻该体积到达另一位

置  t t  ，设该物质单位体积携带的物理量为  ,t r ，将整块流体对时间求导，

有： 

   
 

 
 0

1lim
t t tt

d t d t t d t d
dt t   

   
 

            

结合上图，极限中积分差式可以进一步写成如下形式： 

 
 

 
 

       
II III I II

, , , ,

t t t
t t t d

t t d t t d t d t d

  
 

     


   

         

 
   r r r r

 

 

于是，原式可以根据积分区域化为三个极限： 

 I 区 

 在 I 区的体积元可以写为： d dA t   u n ，其中n为物质面的外法线方向，

从而有：      
1I I0 0

1 1lim , lim , ,
St t

t d t dA t t dA
t t 

 
  

         r r u n r u n  

 II 区 

      
II II . .0

,1lim , ,
C Vt

t
t t d t d d

t t
   



         
r

r r ( 0t  时 II 区近似为

控制体) 

 III 区 

 同 I 区一样，其体积元可以写成 d dA t  u n ，则 

     
2III III0 0

1 1lim , lim , ,
St t

t t d t t dA t t dA
t t 

   
  

          r r u n r u n  

其中， 1 2S S 正好构成了控制面，将上述式子进行合并整理，可以得到雷诺输运

定理的表达式如下： 

   
. . . .

,
,

C V C S

td d d t dA
dt t

 


    
  
r

r u n  

 上式表明：某一时刻可变体积上系统总物理量时间变化率，等于该时刻所在

空间域(控制体)中物理量的时间变化率与单位时间通过空间区域边界净输运的流
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体物理量之和。 

 

4. 质量守恒与能量守恒 

 由 3 中的雷诺输运定理可以推导质量守恒和能量守恒。 

(1) 质量守恒 

 0 0dM d d
dt dt 

    ，由雷诺输运定理：
S

d d d dA
dt t 

   
  

   u n ，

对于定常流动， 0d
t

 


 ，有 0
S

dA   u n ，例如：对于管道定常流动， 

 

任取一小块流体，根据质量守恒有 0
S

dA   u n ，亦即
1 2 3

0
S S S

dA      u n ，

在管壁曲面 3S 上，没有动量输出，因此有
1 2S S

dA dA    u n u n ，进而推出 

1 1 1 2 2 2uS u S uS const      

 

(2) 能量守恒 

 热力学第一定律：
dE W Q
dt t t

 
 

  (用“d”表示物理量是状态量，用“δ”

表示物理量是过程量)，其中
21

2
E e u gz d


     

  表示一块流体的总能(内能+

动 能 + 势 能 ) ， nS S

W dS p dS
t




     p u n u 表 示 面 积 力 做 功 的 功 率 ，

S

Q dS
t




  q n 为热量的变化(q为热量通量，指单位时间内通过垂直于热流方向

的单位面积上的热量)。根据雷诺输运定理： 
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2 2 21 1 1
2 2 2S

d e u gz d e u gz d e u gz dA
dt t 

                                     
   u n  

 若考虑定常绝热流动，有： 

21
2S S

e u gz dA p dS           
 u n n u  

若物理量在截面上均匀，有 

2 2
2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 1 1 2 2 2 1 1 1

1 1
2 2

e u gz u S e u gz u S p u S p u S             
   

 

由 1 1 1 2 2 2u S u S  ，上式可以继续化简为： 

2 21 2
1 1 1 2 2 2

1 2

1 1
2 2

p pe u gz e u gz
 

        

5. 动量定理和动量矩定理 

 已知动量定理为： nS

d d d dS
dt 

      
u F P ，方程左边可以应用雷诺输

运定理：
   = =

S

d dd d d dA
dt dt t  


     


  

   
uu u u u n ，若为定常流动，则

动量定理可以写为： 

 
S S

dA d p dS


       u u n F n  

▲ 对于动量矩定理，在动量方程两边同时用 r 叉乘即可 

 

6. 伯努利(Bernoulli)方程——定常、正压流动 

 对于定常流动，兰姆方程中对时间的偏导项为 0，从而运动方程形式为： 

2

= 0
2

uE E P 
 

      
 

u  

用流线的微元 ds点乘上式各项： = 0E d d    s u s ，易知第二项的结果为 0，

从而 0dE E d   s （类比d d   r），沿流线积分此式，考虑重力场在内，

可以得到： 
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2

2
u dp gz C

p
    

上式为一般形式的伯努利积分，它适用于可压或者不可压流体的有旋或者无旋运

动，但要求运动必须是定常的。对于不可压流体，
 
dp

p 可以写成
p

。 

▲ 伯努利积分仅对无粘正压流体，在体积力有势和定常运动情况下沿任一流线

的各点成立。 

 

7. 拉格朗日(Lagrange)方程——无旋运动 

 若流体运动无旋，则必存在一个势函数，且有  u ，又由于空间与时

间均为独立的变量，有
 

t t
  

 
 

，故兰姆方程可以改写成： 

2

0
2

u P
t


 

      
 

这表明括号中的函数不依赖于空间坐标  , , zx y ，仅依赖于时间 t，即 

 
2

2
u P F t

t


   


 

其中 F(t)为一随时间变化的常数，
t




为加速度项，上式便称为拉格朗日积分或

者柯西积分，在同一时刻，F(t)对全流场为同一常数，适用于全流场的任何点。 

[注] 伯努利积分和拉格朗日积分的比较 

 拉格朗日积分对定常或非定常的无旋运动的全流场成立，但对不同时刻有着

不同的积分常数； 

 伯努利积分对定常的有旋或者无旋流动沿流线成立，但对不同的流线有不同

的积分常数。 

 

8. 流体的力学平衡(≠理想流体的静力学) 

 对于一块流体微团，其受到的力为体积力和面积力，达到平衡时，应该有： 
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0
V S

dV p dA   F n  

注意n为外法线方向，所以方程有个负号，利用散度定理(对于标量函数，有

V S
fdV f dS   n )，上式可以化成   0

V
p dV    F ，故有  *p  F 。 

 对上述方程两边取旋度，得到 0=     F F ，两边再用 F 点乘，得到： 

= 0F F  

因此流体达到静力平衡的必要条件为体积力无旋： = 0 F 。 

 若体积力有势，即  F ，对  * 式两边同时点乘dr，可以得到： 

pd dp C  


      

对于均质不可压流体，有
p C


   

 

 典型例题 

1. 表面均匀的直角联管内盛有不可压缩理想流体，在水平方向上有一个水栓，

求水栓打开后流体运动规律.(已知大气压为 0P ) 

 

解：题目中给出了“理想不可压流体”，所以直接运用理想流体的 Euler 方程即

可 

 因为是流体在联管中连续，所以各流体质点在重力的作用下的速度大小应

 该相同，设速率为u 。在铅直段和水平段，分别有： 
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1

1

du pg
dt y

du p
dt x





    
   
 

 

 设在打开水栓后的 t时刻，垂直方向的液面高度为  0y t ，则水平方向的水柱

长度为  0a b y t  。固定某一时刻，可以把看
d u
d t

作常数，在  , 0t t t t   

分别对上述两个方程积分，有： 

   

   

   

    
 

1

0

2

0

0 1

1 2

0 2

,

p y

p y y t

p x

p x a b y t

du dudp g dy p y g y y t p
dt dt p p const

du dudp dx p x a b y t x p
dt dt

 

 





 

                         
            

 

 
 

在 0t  时刻，有  0 0 , ,y a x b y a   ，此时的边界条件均为大气压强，所以有： 

1 2 0,p p P    

在联管直角顶点处（这是一个特殊点），即 0, 0y x  处，这里应该为同一流体

质点，所以应该受到的压力相同，即    0 0p y p x   ，得  0
du g y t
dt a b




，令 

gk
a b




，而 0dyu
dt

  ，所以上述方程化为： 0 0 0y ky  ，这是一个二阶齐次

常微分方程，其特征方为
2 0r k r i k    ，得其通解为 

   0 cos sin ,y t A kt B kt A B const    

根据初始条件：    0 00 , 0 0y a y  ，解得 , 0A a B   

所以流体的运动规律为：  0 cos gy t a t
a b
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2. 如图为一水平放置的弯管，管中有一理想不可压的定常流动，假设在弯管每

个截面上的流动特性是均匀的，任意两个截面的压强分别为 1 2,p p ，

2 cos sinn   i j，在求流体作用在管壁上的力。 

解：根据动量定理，有： 

1 2 3 1 2

2

A A A A A
g d p dA p dA p dA dA


             k n n n u n  

上式中
3A

p dA n 即为所求，记为 x y zR R R  R i j k ，因为在各截面流动均，有： 

    2 2
1 1 2 2 2 1 1 2 2 2x y zg p A p A R R R u A u A           k i n i j k i n  

在 , ,i j k 方向上分别对求解，可以得到作用在管壁上力为： 

 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

2
2 2 2 2

cos cos

sin sin
x

y

z

R p A p A u A u A

R p A u A
R g

  

  

 

    
   
 

 

3. [Bernoulli 积分]皮托管测压测速原理，如下图所示。  

 

解：把空气看成理想不可压的气体，不计体积力，且为定常流动。待 U 型管中
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的液面高度差达到稳定后，考虑沿流线的管壁的流线 A，在点 1 处，流体质点贴

附在管壁上，所以速度为零，压强最大，这个点常常称为驻点。比较 1 点和 2 点

的信息，应用伯努利积分： 

 2 2 *
1 21 1 2 2

2

2 2
2 2

p pv p v p g hv 
   

 
       

 

4. [Bernoulli 积分] 有一盛满水的大容器，在距离容器水面 h 处的侧壁开了一个

很小的细孔，求小孔的出流速度(已知大气压强为 0p )。 

解：因为细孔很小，可以认为容器内的溶液下降速度

很慢，可以用准定常理论处理此问题。如图，取流

线 ACB，比较 A,B 两处的信息，根据伯努利方程有

2

0 0
2

A B Bp v pgh
 

     ，根据边界条件，有： 

0A Bp p p   

从而解得出流速度为 2Bv gh  

需要注意的是，由于利用伯努利方程只考虑了 A,B 两点——这两处的均为大气

压，似乎压强在这里没有起什么作用，我们取流线上的 A,C 点使用伯努利方程： 

 0
00 0 C

C C C
p pgh gh p p h h
 

          

即 C 点压强正好为静压强，换言之，流动的上部分为流体的重量所控制，从 C

点至测管只壁出口处，压强下降至大气压强。 
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5. [Lagrange 积分] 一球形气泡在静止无界的液体中膨胀，液体做球对称的运动，

已知气泡半径随时间的变化率为 R(t)，忽略气泡内部流动和重力的影响，并

假定气泡内部的压强 ip 是均匀的，当 , , 0r p p v    求气泡表面压强随

时间的变化规律。 

解：因为液体是做球对称运动，故可以认为运动

是无旋的，故存在一速度势  ,r t 。如左图所示，

考察某一半径为   r r R t 的球面，记径向速

度为 rvv r ( r 为矢径方向的单位矢量)，对任意

时刻，球表面的速度满足  rsv R t 。 

(1) 在所选取的两个球面处应用连续方程： 

2
2 2

24 4r r
R Rr v R R v
r

 


    

(2) 根据前面的分析可以知道， rv
r





，所以有

2

r
R Rv r

r
 


       

(3) 对   ,r R t r 两处运用 Lagrange 积分，有： 

2

2

1 1 0
2 2

s

r R r

p pR R
t R t
 

 


 

                   
 

而

2 22R R RR
t r
   

 


，将   ,r R t r 代入，最终的得到气泡表面的压强分

布规律为： 

23
2sp p RR R

     
 

 

 

6. [流体平衡]大气压公式的简单推导。 

解：流体平衡的必要条件为： p d dp      F  
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(1) 若大气为均值不可压气体，则有
p C p gz 


    (与静水压的结论相同) 

(2) 若大气可压，对于等温过程，根据理想气体状态方程：
a

p RTC C
M

 
  

 
，此

时应该使用积分式，有：
 2 2

1 1

2 1
2 1

1 exp
z p

z p

g z z
d dp p p

C



 

     
 

   

 

7. [流体平衡]如下图，已知一圆柱形容器盛有理想不可压流体，以等角速度
绕铅直轴转动，容器半径为 a，求流体达到平衡状态时的压强分布情况。 

解：把坐标系取在旋转坐标系，根据平衡条件，有： 

2 21
2

pgz r C


    

[注：体积力势函数的求法为： d    F r ] 

解得压强分布为： 2 21
2

p gz r C      

[读者可以尝试根据欧拉方程来求解压强分布] 

由压强分布的表达式可知压强的分布为一抛物面的形状。 

 

8. 有一垂直折管 ABC，C 端封闭，并使 AB 段竖直放置(如

图)。管中充满均值不可压液体。如果将 C 端开放，试证明

在开启的瞬间，垂直管中的压强减少一半(AB=BC)，并求水

平管中压强的变化(不计大气压强)。  

解：拉格朗日积分为：  
2

2
u P F t

t


   


，这里

t



无从下手，但是由于空间与时间均为独立的变量，

有
 

t t
  

 
 

。取右图 1-2 为积分路线，对拉格朗

日方程两边积分得： 
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22 2 2 2 2

1 1 1 1 1
0

2
u pd dl dl dl F t dl

t





     
    
u l  

在 1 和 2 处，开启的瞬间， 1 2 1 20, 0u u p p    ，假设 AB BC H  ， dl 的正

负可由建立的坐标系的正向单位向量来确定，进而确定 d
t





u l 的符号，于是上述

方程可化简为：
12 0
2

u dvH gH a g
t dt


    


，即开启的瞬间，垂直管中的压

强减少一半。取 4-2 为积分路线对拉格朗日方程积分，有： 

   0 10
2

u pH x p g H x
t




 
     


 

 

 习题三 

1. 炸弹在水下很深的地方爆炸，证明水中任一点的压强与这点到炸弹中心的距

离成正比。 

2. 设气体状态满足 p k  ，气体通过一细导管流出一大的密闭容器。已知容器

内的压强为大气压强 0p 的 n 倍，出口处气体的密度已知为  ，不考虑容器内

流体的势能，求出流速度。 

3. 某绝热气体满足状态方程 p k  ，以速度u 沿一直细管流动，如果不计质

量力，证明： 

2 2
1

pu const
 

 


 

4. 如下图所示，容器中盛有均质不可压流体，左侧有一活塞，右侧有一个小出

口。现施加一个力推动活塞前进长度 L，已知出流速度为 2u ，求这部分流体

的出流时间。 
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答案 

1. 证明略(可仿照例题 5 的方法证明) 

2. 
 

11
2 02 1

1
pu n 

 

 
     

 (考查伯努利积分，注意气体可压缩，因此方程中压强

项为
dp
 ) 

3. 证明过程略，注意点同 2 

4. 1

2 2

LT
u




 (提示：利用伯努利积分) 
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第四章 理想不可压流体的平面无旋定常流动 

 章节思维导图 

 

 重要知识点 

1. Lagrange 流函数 

(1) 定义 

 对于二维下不可压缩流体的无旋运动，满足
u v
x y

 
 

 
(由不可压，即 = 0h u

得出)——这是 vdx udy  成为某函数全微分的充要条件，记为  ,x y ，则有：

d dx dy vdx udy
x y
   

    
 

，故 ,u v
y x
  

  
 

，  ,x y 即为流函数。 

▲ 对于二维流动，流线方程为
dx dy
u v

 ，化简得到 0vdx udy d     

▲ 柱坐标系下的连续方程为：
  0rrv v

r



 

 
 

，此时，流函数与速度的关系为： 

1 ,rv v
r r

 


 
  

 
 

(2) 流函数的物理意义 
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 单位时间内流过连接空间两点的某一曲线流体的体积。如下图所示，单位时

间内自左向右流过曲线 OP 的单位厚度的(z 方向)流体体积为： 

 P P

x yO O
V ds un vn ds    u n  

由图可知， ,x yn ds dy n ds dx   ，代入上式有
P

P OO
V udy vdx       

 

(3) 流函数的性质 

① 可差一个常数； 

② 同一流线上流函数为一常数； 

 流线方程为： 0 0dx dy udy vdx d c
u v

          

③ 单连通区域流函数是单值的，多连通区域流函数是多值。(单值即流函数积分

与路径无关；多连通区域流函数多值是因为流体可压了) 

④ 平面不可压流体无旋运动的流函数满足 Laplace 方程； 

2 2 2

2 2+ + 0
u u

u vx y
y x x y x yv vy x

 
  

 

                           

 

⑤ 流函数的等值面和势函数的等值面正交； 

 0
x y x y x x y y
        

          
                     

i j i j  

 



《流体力学 I》·知识点梳理

 

60

2. 平面无旋不可压流动的复位势 

(1) 复位势的定义 

 势函数与流函数的关系满足
x y

y x

 

 

    
   
  

，即和 满足柯西-黎曼(Cauchy-

Riemann, C-R)条件，因此调和函数 和 可以组成一个解析函数。定义

   W z i z x iy     ，称  W z 为复位势。 

▲ 复位势的基本理论可以概括为： 

① 平面无旋不可压流动的势函数和流函数满足 C-R 条件； 

② 平面无旋不可压流动与解析的复变函数一一对应； 

③ 可以通过研究解析的复变函数来研究平面无旋不可压流动。 

 

(2) 复位势的性质 

① 复位势可以求导：
dW i i u iv
dz x x y y

      
     

   
——复速度 

复速度的模：
2 2dWU u v

dz
   ，复速度又可表示为： idW Ue

dz
 idW Ue

dz
  

② 复速度可以积分，计算环流和流量 

 环流： d d d           u r r ； 流量：Q ds d    u n  

 从而
dW dz dW d i d iQ
dz

         
         

▲ 复速度积分实际计算时一般使用留数定理或者柯西积分公式，在后面的推导

中，又以柯西积分公式的使用频率较高，在此简单回顾柯西积分公式的形式： 

 
 

 

 
   

0

1
00

2 , 1
2 , 2,3,4,...

1 !
nnC

if z n
f z

dz i f z nz z n
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3. 利用复位势探究常见的基本流动 

 分析复位势题型的解题步骤：第一，根据复位势写出速度势和流函数；第二，

对复位势求导，得到速度场分布(画出流动场)；第三，计算环流和流量；第四，

物理上如何实现该流动。 

(1) 均匀直线流  W Az A a ib   为复常数  

       W a ib x iy ax by i ay bx       ，从而可以写出流函数和势函数的

表达式分别为： 1 2,ax by c ay bx c       ，计算环流和流量为： 

0 0dWiQ dz Adz Q
dz

         
     

         

▲ W Az 流动图案             ▲  ln 0
2
QW z Q


  流动图案 

(2) 点汇(源)流动  ln 0W A z A z 为实数， 为不解析点  

  1 2ln ln ln ,iW A re A r iA A r c A c             

1, , , 0 0, 0; 0, 0i
r r r

dW A A dW A Ae u u A u A u
dz z r dz r r r r




 


  
           

 
 

因此可以通过观察 A 的正负来判断是源(A>0)还是汇(A<0)，现在取一个包围原点

的闭合回路 C，计算环流和流量： 

  2 0, 2dW AiQ dz dz Ai Q A
dz z

           
    柯西积分公式  
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因此有
2
QA


 ，所以对于放在原点处、流量为 Q 的源或汇的流动复位势常常写

成 ln
2
QW z


 (Q 又可以称为点源/汇强度) 

 

(3) 点涡  ln 0W Bi z B z 为实数, 处不解析  

  1 2ln ln , lniW Bi re B iB r B c B r c               

1, , 0, 0, 0; 0, 0i
r

dW Bi Bi dW B Be u u B u B u
dz z r dz r r r r


  

 


  
            

 
 

  2 2 , 0dW BiiQ dz dz B B Q
dz z

             
    柯西积分公式  

因此有
2

B 


  ，故对于放置在原点处、环量为 的点涡，其流动复位势又可

以写为： ln
2

W z
i




 。
1

2
u

r r
 
 


 


，当  时，表示逆时针流动，当  

时，表示顺时针流动。 

     

     ▲ lnW Bi z 的流动图案             ▲ W
z


 的流动图案 

 

(4) 偶极子  W
z
  为常数  

偶极子可以看成是离得很近的一个点源和点汇的流动复位势叠加的结果，假设二

者的距离为 z ，于是有 
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 ln ln ln 1
2 2 2
Q Q Q zW z z z

z  
       

 
 

令 0z  ，得到复位势表达式
1 cos sin

2
iQ zW e i

z z r r r
    




      

从而 cos , sin
r r
       ， 2 2,dW dW

dz z dz r
 

    

 2 0 0dWiQ dz dz Q
dz z

          
    柯西积分公式  

 

(5)  nW Az A 为实常数  

  cos sin cos , sinn in n n n nW Ar e Ar n iAr n Ar n Ar n           棣莫弗公式  

固定 n，当  0, 1, 2,...k k
n
      时， 0  ，故 0, k

n
   为一流线。 

▲ 复位势具有可叠加性，一些复杂的流动可看成是有上述几个基本的平面流动

的叠加。 

 

4. 布拉修斯(Blasius)定理 

 

 如上图所示，C 为圆柱体剖面的周界，在 C 上取长为 dl 的微弧段，其外法

线的方向余弦为  , ,x y
dy dxn n
dl dl

   
 

。于是 dl 受到的力(压强)可以表示为： 

,x yd p dl dF pdy dF pdx     F n  

构造复数 x ydF idF pdy ipdx ipdz      ，若忽略质量力，根据伯努利方程，有
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2
2

2 2 2
u p dW dWc p c u c

dz dz
 


         ，代入前式求积分得 

2 2 2x y C C C

dW dW i dW dW i dW dWF iF i c dz dz dz
dz dz dz dz dz dz

   
            

 
      

其中，       dW dz u iv dx idy udx vdy i udy vdx
dz

        ，在物质面 C 上，由

于 C 是一条流线，所以 0d udy vdx    ，故
dW dWdz udx vdy dz
dz dz

     ，从而

得到 Blasius 公式为 

2

2x y C

i dWF iF dz
dz

     
   

上式为用复速度表示定常绕流单位长度圆柱的受力。下面考虑其合力矩表示式。 

       Rex y x yd d x y dF dF ydF xdF p xdx ydy pzdz           M r F i j i j  

将 p 的表达式代入，得 
2

Re Re
2 2 C

dW dW dWd czdz z dz z dz
dz dz dz

                 
     

M M  

▲ 易证             1 1Re Re Re Re Re Re
2 2

zdz zdz zdz zdz zdz d zz       ，

所以     1Re Re 0
2C C

zdz d zz     

 

5. 儒可夫斯基(Joukowski)定理 

 讨论无穷远均匀来流的绕流问题，在周界 C 以外无奇点，则对任一包围物体

周界 C 的圆周 C1，复速度在 C1外域中可展开为洛朗级数： 

其 中 系 数 满 足 ：  
1

1

1 0, 1, 2,...
2m mC

dW
dza dz m

i z     。 在  处 ， 有

i

z

dW V e
dz






   
 

，因此可以得到 0

1 2 0

ia V e
a a


 


   

，特别的， 

1 1 1
1

1 1 1
2 2 2 2C C C

dW Q ia dz dW d id
i dz i i
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从而复速度的洛朗级数展开具有如下的形式： 

2
2

1
2

i n
n

AAdW Q iV e
dz z z z

 






        

在边界上，Q=0，将上式代入布拉修斯公式，得： 

 

2

2
2
2

2

1
2 2

1 = sin cos
2

x y C

i n
nC

i i

C

i dWF iF dz
dz

AAi V e dz
i z z z

i V e dz V e V i V
i z



 



 


         





 
   

    
 

       
 

   







 







柯西积分公式  

于是 sin cosx yF F V V             F i j i j V  。该式称为儒可夫斯基

公式，它表明对于无粘不可压流体的平面定常无旋流动，流体作用在柱体上的

合力与流体的性质以及均匀来流的速度、环量的大小成正比，这个合力称为升

力，其方向为把来流方向逆环流方向旋转 90°，与来流方向垂直。(环流的矢量

方向可由右手螺旋法则确定) 

 
 

6. 无环流的圆柱绕流问题(达朗贝尔佯谬) 

 
▲ 无环量圆柱定常绕流 
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 假设拖着一根长的细棒在静止的流体中运动，此时细棒的头和尾可分别看作

源和汇。如果将细棒的距离缩小，则细棒可以看成圆柱，从而可将均匀来流的绕

柱的复位势看成是偶极子和均匀流的叠加： 

2 2 2 2W V z V iy V
z x y x y
  

  

   
            

 

 考查 0 流线： 2 2

0y

x y
V






   

，圆柱的边界可以是一条流线，此时偶极子的

强度为
2ua (a 为圆柱的半径)，那么因

2 2 2x y a  是 0 流线的一部分，所以圆

柱绕流的复位势可以写为
2aW V z

z

 
  

 
，复速度为

2

21dW aV
dz z

 
  

 
在圆柱边界

上，有 iz ae  ，所以复速度可写为 

   21 2 sini i i i idW V e V e e e V e
dz

       
        

所以圆柱表面的速度大小为 2 sindW V
dz

 ，从表达式可以看出，在 0,  处，

速度为 0，称为驻点；而在
2
   处，速度有极大值，为均匀来流流速的两倍。 

 再来分析圆柱的受力。若忽略质量力，伯努利方程可以写为： 

 
2 2

2 2+ 1 4sin
2 2 2
V up p p p V   

         

定义无量纲压强系数(描述遍布整个流场的相对压力) 2

2
1 4 sin

2

p
p pc

V







   ，易

知 pc 关于 x 轴和 y 轴对称，即圆柱受到的合力为 0(圆柱的受力也可以通过积分

求得：  2 21 4sin 0
2C C

p dl p V dl  
           F n n )。也就是说当圆柱作无

环量定常流动时，是不受力的，即不存在升力，也不承受阻力，这就是著名的达

朗贝尔佯谬，首先由达朗贝尔在 1752 年得出。达朗贝尔佯谬产生的原因在于对

流体所做的无粘假设，使得实际上存在的粘性阻力和压差阻力全被忽略了。对
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于真实的流体，不仅因粘性作用使得流体对圆柱表面产生摩擦力，而且由于流

动不对称，圆柱后出现尾涡，流体还将对圆柱体产生压差力。实际上，流体并不

会一直沿着圆柱表面流动，会出现“绕流脱体”现象。 

 

▲ 圆柱绕流压强曲线 
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7. 有环流的圆柱绕流问题(马格鲁斯效应) 

 考虑有环流的情形，则 6 中的复位势还要再叠加

上一个点涡的复位势： 

 
2

ln
2

aW z V z z
z i




 
   

 
 

复速度为

2

2

11
2

dW aV
dz z i z




 
   

 
，令 0dW

dz
 ，得

驻点 

2
2

4 4
iz a

V V
 
  

 
    

 
 

 不同情况下的流动图案如左图所示。此时，圆柱

的受力称为升力，表达式为前面导出的儒可夫斯基公

式，方向与来流垂直。1852 年马格鲁斯在实验中发现

了这个侧向的升力，它使圆柱产生横向运动，这个现

象后来被称为“马格鲁斯效应”。马格鲁斯效应在实际

生活中的现象：足球运动中的“香蕉球”、乒乓球中的“弧圈球”。 

 

8. 镜像法解平面势流问题(证明过程略) 

▲ 镜像法求解的关键有两点：(1) 所求的镜像奇点不能在原区域中，要保证源

区域的奇性；(2) 组合流场中存在一条流线，这条流线就是边界 C。 

(1) 平面边界 

 平面定理(1)——固壁设在 0y   

 若在 0y  的上半平面中存在流体力学奇点，其复位势已知为  f z ，则当流

场中放入 0y  的平面固壁后，上半平面的流场复位势变为      W z f z f z  。 

▲ 上式中  f z 的定义为：除了 z 之外将  f z 中所有的虚数 i 改为 i 。例如，

   0ln
2
Qf z z z


  ，则    0ln
2
Qf z z z


   



《流体力学 I》·知识点梳理

 

69

 平面定理(2)——固壁设在 0x   

 若在 0x  的右半平面中存在流体力学奇点，其复位势已知为  f z ，则当流

场中放入 0x  的平面固壁后，右半平面的流场复位势变为      W z f z f z   。 

(2) 圆边界 

 若在 z a 的圆周之外无界流场中存在流体力学奇点，其复位势已知为  f z ，

则当流场中放入 z a 的平面固壁后，流场复位势变为    
2aW z f z f

z
 

   
 

。 

 

 典型例题 

1. 如图所示，在 0z hi 处放置一个环量为 的点涡，y=0 是一无限长的固壁，

求流场的复位势、固壁上的速度与压强分布(不计质量力)。 

 

解 ： 当 固 壁 不 存 在 时 ， 在 0z hi 处 的 点 涡 的 复 位 势 可 表 示 为 ：

   ln
2

f z z hi
i




  ，加入 y=0 固壁后，根据平面定理(1)，得到加入固壁后的

流场复位势为： 

         ln ln
2 2

W z f z f z z hi z hi
i i

 
 

       

流场的复速度 2 2

1 1 1
2

dW h
dz i z hi z hi z h

 
 

             
 

在固壁 y=0 上，有 2 2

1 , 0hu v
x h




    
，再根据伯努利方程，得到压强分布为： 
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2 2
2

22 2 2

1 1
2 2

hp c u c c
x h




    


为某一常数  

2. 如图所示，在第一象限直角区域内 0z 处放置一个环量为 的点涡，求流场的

复位势与复速度。 

 

解：假设只放入固壁 y=0，则流动复位势可由 1 求出为 

     0 0ln ln
2 2

f z z z z z
i i

 
 

     

 放入固壁 x=0 后，由平面定理(2)，得到流场的复位势为： 

     

       0 0 0 0

2 2
0 0 0

2 2
0 0 0

ln ln ln ln
2 2 2 2

ln ln
2 2

W z f z f z

z z z z z z z z
i i i i

z z z z z z
i z z z z i z z

   
   

 
 

  

                   
    

       

 

复速度为 

  
2 2
0 0

2 2 2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1
2

z zdW z z
dz i z z z z z z z z i z z z z i z z z z

  
  

                             
 

3. 某一平面流场速度分布为
2 2 , 2u x y x v xy y     ，判断该流动是否不可压、

是否无旋(等效为判断该流动是否存在流函数和势函数)。 

解：散度 0u v
x y

 
   

 
u ，所以流体不可压，故存在流函数，为： 

     2 2 2 3
1

12 2
3

udy vdx x y x dy xy y dx x y xy y C               
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 旋度 0v u
x y

 
   

 
u ，所以流动无旋，故存在势函数，为： 

     
3

2 2 2 2 2
2

12
3 2
xudx vdy x y x dx xy y dy x y xy C                

 

4. 已知某流动复位势为：  1ln 0, iW m z m z re
z

     
 

。 

(1) 该流动可以看成由哪些基本流动组成？ 

(2) 求该流动的速度势及流函数，以及过 1 , 2z i z   的线段的流体体积。 

解：(1) 将复位势函数改写为： 

   
2 1ln ln 1 ln 1 lnzW m m z m z m z
z


       

 可知此流动由三个基本流动组成：位 1, 1z z   处的强度均为 2 m 的两个点

 源和位于 0z  处强度为 2 m 的一个点汇组成。 

 (2) 将 iz re  代入复位势表达式有： 

1 1 1 1ln ln ln cos sini iW m z m re e m r i r
z r r r

                                   
 

令
1 1cos sin ir i r Re
r r

           
   

，有 lnW m R im  ，其中： 

2 2 4 2
2 2

2

2

1 1 2 cos 2 1cos sin

1 sin
1arctan arctan tan

1 1cos

r rR r r
r r r

r
rr
rr

r

 






                 
                    

 

 从 而 可 得 势 函 数 为
4 22 cos 2 1ln r rm

r
  

 ， 流 函 数 为

 
2

2

1arctan tan
1

rm
r

 
 

   
。对于 1z i  ，有 2 ,

4
r   ；对 2z  ，有
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 2, 0r   ，于是过 1 , 2z i z    的线段的流体体积为： 

2 1 arctan3V m     

[注]本题的难点在于将所给的复位势进行实部与虚部分离，本题提供的方法可以

作为借鉴，另外读者可尝试用直角坐标系进行运算。 

 

5. 平面边界附近有强度为 m 的源，以平面边界为 x 轴，经过点源的 x 轴的垂线

为 y 轴，设点源坐标为(0，b)(b>0)，求： 

(1) 边界上的速度分布及最大值点； 

(2) 边界上的压强分布及压强最小值点； 

(3) 设边界为单位宽度且无限长，求源对边界的作用力。 

解：(1) 由题意可得复位势为： 

      ln ln ln
2 2 2
m m mW z bi z bi z bi z bi
  

          

 从而复速度
1 1

2
dW m
dz z bi z bi

     
，在边界上，有 z x ，故边界上的速度

 分布可以表示为：   2 2

2
2
m xv x

x b



，根据求最值的原理，当 x b  时，速

 度大小有极大值，为 max 2
mv

b
  

 (2) 根据伯努利方程，不计质量力，在边界上有： 

2
2

2 2

1 1 2
2 2 2

m xp p v p
x b

 
 

       
 

 当速度最大时，压强有最小值，将 x b  代入，得到压强最小为： 

2

min 2 28
mp p
b


   

 (3) 根据 Blasius 定理，边界受合力的表达式为
2

2x y C

i dWF iF dz
dz

     
   

 边界的受力大小可以表示为： 
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2 2 2 2

22 2 2 2 22 2 4
m x m x mF dx dx

x b bx b

  
  

 

 

      
   

[注] 关于第三小问的求积分的思路提示如下： 

查阅《高等数学(上册)》(同济大学出版)的积分表公式得到两个不定积分公式： 

         

2 2

1 122 2 2 2 2 2 2

1 arctan

2 3
2 12 1

n n n

dx x C
x a a a

dx x n dx
n ax a n a x a x a

 

   
 

 
   



 
 

此外，还可以采用复变函数的方法求解。积分
 

2

22 2

x dx
x b



 
 属于“积分路径

上无奇点的反常积分”的求解类别，在复变函数中有如下定理： 

 设 f(z)在上边平面 Im 0z  内除有限多个孤立奇点 1 2, ,..., na a a 外解析，在

Im 0z  上除点 1 2, ,..., na a a 外连续，且  
Im 0

lim 0
z

z

zf z




 一致成立，则 

   
1

2 Res
k

n

z ak
f x dx i f z



 


   

因为  
   

2 2

2 22 2

z zf z
z b z bi z bi

      
，所以在上半平面， z bi 为  f z 的一

个二阶极点，求解留数的定理如下 

 若 a 为 f(z)的 n 阶极点，则    
   1

1

1Res lim
1 !

nn

nz az a

d z a f z
f z

n dz





  


。 

由此可以求得 

 
   

   
2

2 2

2 2 22 2
2 Res 2

2z bi
z bi

di f z i z bi
dz

x zdx
z bi z b bix b

 


 



 

 
   





  

 

 习题四 

1. 已知速度势 ，求对应的流函数 。 

 (1) xy  ；(2) 3 23x xy   ；(3) 2 2

x
x y

 


；(4)
 

2 2

22 2

x y

x y
 




； 
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2. 已知 ln
2.5

zW
z




，求沿着 | | 1.5z  的环量 以及通过该圆周的流量Q 。 

3. 在速度为V(沿 x 轴正方向)的均匀来流中，若在原点处放置一个流量为 sQ 的

源，求沿 x 轴上的压强分布(已知处的压强为 p，不计质量力)。 

4. 在和分别放置一个源和汇，强度均为 Q，且有一均匀来流，速度为V，沿 x

轴正方向，求驻点及过驻点的流线。 

5. 证明  2 21 2 3
2

x y x y     所表示的流场和 3 2xy x y    所表示的流场

完全相同。 

 

答案 

1. (1) 
2 2

2
y x 

 ；(2) 2 32x y y   ；(3) 2 2

y
x y

 


；(4) 
 22 2

2 xy

x y
  


 

2. 0, 2Q   (复速度求积分即可) 

3. 
2 4

s s
x

Q Qp p V
x x


  

    
 

 

4. 驻点 2 , 0aQx a y
V 

    ；过驻点流线： 2 2 2

2arctan 0
2
Q ayV y

x y a  
 

 

5. 略(提示：证明两流动的复位势一样或者差一个常数) 

参考资料 

[1] 流函数 

[2] 第 6 章无粘性不可压缩流体的无旋运动 

[3] 第 3 章：粘性流体运动 

[4] 第六章 势流理论 

  

https://www.doc88.com/p-6991356615617.html
https://www.doc88.com/p-7758727016484.html
https://www.doc88.com/p-2754891207146.html
https://www.doc88.com/p-1405061131935.html
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第五章 均质粘性不可压流体运动学 

 章节思维导图 

 

 

 重要知识点 

1. 平面库埃特(Couette)流 

 
 有两个间距为 b 的无限长平板，其中下板固定，上板以速度U 移动。两板之

间充满粘性不可压流体，平板组成的通道两端压力相同(即水平方向无压强梯度)。 

 

2

2 0
0, 0

0 0

0
0

u
y

z t pv w g
y

u v w u u y px y z
z
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此时可以直接解出 1 2u Cy C  ，根据边界条件： 0, 0, ,y u y b u U    ，解得速

速分布的表达式为
Uu y
b

  

 

2. 平面泊肃叶(Poiseuille)流 

 有两个间距为 b 的无限长平板，其中下下板均固定，两板之间充满粘性不可

压流体，平板组成的通道两端压力不相同(即水平方向存在压强梯度)。 

 

2

2 0
0, 0

0 0

0
0

p u
x y

z t pv w g
y

u v w u u y px y z
z





  
                             

    

 

 

由方程 2 和 3 式，解得  p gy p x   ，回代 1 式得到： 

 2

2

p xu
y x





 

 

上述等式相等的充分必要条件为
 2

2 ,
p xu

y x



 

等于同一个常数，设压强梯度为

 p x
G

x


 


，则由
2

2

u G
y

 
 


，解得

2
1 22

Gu y C y C


    ，根据边界条件

0, 0, , 0y u y b u    ，解得  
2
Gu y b y


   

 

3. 量纲分析 
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 基本思想：以 , ,L M T 分别代表长度，质量和时间这三个基本物理量的量纲，

用 P 表示物理量 P 的量纲。例如，要探讨物体在无自由面流体中运动受到的阻

力。设物体的线度为 l ，相对于流体的速度为v，流体的密度为  ，流体的粘度

为  ，假设阻力可写成Q kl v     ，于是有         Q k l v     ，而 

         2 3, , , ,ML M M MQ l L v
T T L LT

       

(注：粘性系数的定义为单位速度梯度下单位面积上的力，可据此推导其量纲) 

代入前式，可得到方程组： 

1 1
3 1 2

2 2

   
     

   

    
        
       

 

于是
2 2 1Q kl v       。当 1  时，Q klv ，此时满足 Stokes 阻力定律；当

0  时，
2 2Q kl v  ，此时满足 Newton 阻力定律。 

▲  定理：在一个物理问题中，如果有 n 个物理量，其中包含r个基本物理量，

那么这个问题就可以用n r 个独立的无量纲量来描述。 

 

4. 相似律——保持模拟流场和实际流场之间的相似性 

(1) 两个流动相似的四个不同层次 

 几何相似(大前提)：两流动流场的几何形状相似，即两流动的对应长度成比

例，对应角度相等。 

▲ 分别取模型和实物的特征长度和特征时间构成无量纲量，则两流场中无量纲

坐标和无量纲时间相同的点称为时空对应点。 

 运动相似：指两个几何相似的流场中时空对应点的速度大小方向相同，大小

成比例。 

 动力相似：指两个运动相似的流场中时空对应点上对应面元的所受力的方向

相同，大小成比例。 

 热力相似：指两个动力相似的流场中时空对应点的温度成比例，通过对应点
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上对应面源的热流方向相同，大小成比例。 

▲ 上述几个相似之间的关系：几何相似是运动相似和动力相似的前提与依据；

动力相似是决定两个流动相似的主导因素；运动相似是几何相似和动力相似

的表现。 

 

(2) 两流动相似的充要条件 

斯特劳哈尔数
LSt

U T

 、Euler 数 0
2

pEu
U 

 、费劳德数：
2UFr

gL
 与雷诺数

ULRe 


 均相同，且初始边界条件也相同。 

▲ 雷诺数的物理意义：表示惯性力和粘性力的相对大小(二者比值)，雷诺数较

小时，粘滞力对流场的影响大于惯性，流场中流速的扰动会因粘滞力而衰减，

流体流动稳定，为层流；反之，若雷诺数较大时，惯性对流场的影响大于粘

滞力，流体流动较不稳定，流速的微小变化容易发展、增强，形成紊乱、不

规则的紊流流场。 

 

 典型例题 

1. 讨论两无限长水平平行平板间的定常、层流运动，其中一平板固定，另一平

板以速度 U 在其所在平面内等速平移运动，求作用在上下平板上的摩擦应力。 

解：根据题意建立如下图所示的坐标系。满足的条件有： 0, 0v w
y


  


 

 由连续方程： 0u
x





，所以得到速度分布为  u u z 。简化的 N-S 方程为： 

2

2

10

10

10

p u
x z
p
y

pg
z


 





  
    

 
  

 
  



 

 由 2 式可知，p 与 y 无关，解第 3 式有  1p gz p x    
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 将 p 的表达式代入第 1 式，有
2

1
2

1 dp u c
dx z


  


 


，从而解得： 

  2
1 1 2,

2
cp cx u z z c z c


     

 边界条件： 0, 0, 2 ,z u z h u U    ，解得 2 10,
2
U chc c
h 

    

 所以   2

2 2
c U chu z z z

h 
 

   
 

，应力公式：
2xz

u Up cz ch
z h

 
   


 

 上板应力(摩擦力)：  2
2xz
Up z h ch
h


    

 下板应力(摩擦力)：  0
2xz
Up z ch
h


    

 在压强梯度和上板运动共同作用，假设 0p
x





即高压向低压方向与 U 同向，

此时流速面仍是抛物线，只不过其最大流速不象 Poiseuille 流在板中间，而是靠

近上板，其值最大也超过了上板运动速度。 

[变式训练] 假设把上题的平行平板倾斜放置，与水平成α角，运动情况如何？ 

 

2. 两无限大平行平板间有两层不同密度、不同粘性的流体。已知上、下层流体

厚度、密度和粘性系数分别为 2 2 2, ,h   和 1 1 1, ,h   。设水平方向无压差，上平

板以速度 0V 匀速运动，下平板静止。试给出边界条件并求速度分布。 
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解：建立如上图所示的坐标系，边界条件如下： 

1

1 2
1 1 2 2 2

1 2 2 0

0, 0

, ,

,

z u
u uz h u u
z z

z h h u V

 

 
 

  
 

  

 

 两层流体满足的 N-S 方程如下： 
2 2

2 2 2 1 1 1
2 2

2 2 1 1

2 1

2 1

2 1

2 1

1 10 0

1 10 0

1 10 0

p u p u
x z x z
p p
y y

p pg g
z z

 
   

 

 

    
          

  
      

  
      

  

上层： ，下层：  

 因为水平方向无压差，所以 1 2= =0p p
x x

 
 

，所以速度分布为 

1 1 2 2 3 4,u c z c u c z c     

 代入边界条件，有

 

2

1 1 3 1 4

1 1 2 3

0 3 1 2 4

0c
c h c h c

c c
V c h h c
 


  
 
   

，解此方程组，得 

 0 2 10 2 0 1
1 3 4

1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1

, ,
VV Vc c c

h h h h h h
  

     


  
  

 

 

参考资料 

[1] 第八章 不可压缩粘性流体内部流动 

[2] 第六章——不可压缩粘性流体的内部流动 

[3] 相似理论与量纲分析 

  

https://www.doc88.com/p-9005742907916.html?s=rel&id=7
https://www.doc88.com/p-2456179193437.html?s=rel&id=5
https://www.doc88.com/p-6901351816756.html
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附录一 流体力学思考题 

编者注：流体力学期末考试会涉及简答题，因此增设了此版块，本版块不提供

答案，以留给读者更多的思考与查阅资料的余地。 

3. 什么是连续介质模型?适用范围如何？ 

4. 简述系统与控制体及各自的特点。 

5. 流体静压强的特性是什么?  

6. 什么是理想流体，正压流体，不可压缩流体? 

7. 分别用数学表达式给出拉格朗日法和欧拉法的流体加速度表达式。 

8. 流线和迹线有何区别，在什么条件下流场中的流线和迹线相重合? 

9. 理想流体运动时有无切应力?粘性流体静止时有无切应力?静止时无切应力的

流体是否无粘性?为什么? 

10. 流体力学中的边界有哪些？这些边界上的速度和应力有什么特点？ 

11. 试述伯努利方程 21
2

p u   中各项的物理意义，并说明该方程的适用条件。 

12. 压强梯度力在什么情况下会影响环流？为什么？此外，影响环流的因素还有

哪些？ 

13. 简述 Stokes 环流定理的基本内容。 

14. 什么是速度势函数?无旋运动与有势运动有何关系? 

15. 什么是流函数?流函数存在什么性质？其物理意义是什么？ 

16. 什么是本构？本构在流体力学中的应用？ 

17. 为推出牛顿流体的本构方程，Stokes 提出了 3 条基本假设，分为是什么? 

18. 作用在流体微团上的力分为哪两种?流体力学中对这两种力如何描述？ 

19. 简述流体运动的 Helmholtz 速度分解定律的基本内容，并利用该定理说明流

体微团的变形运动。 

20. 涡管的定义？什么条件下涡管的强度守恒？ 

21. 影响涡度的因素有哪些？ 

22. 兰金组合涡的速度和压强分布有什么特征？ 
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23. 什么是复位势？它的性质有哪些？ 

24. 简述流体力学复位势理论的基本内容。 

25. 在理想有势的流动假设条件下，绕流物体产生的升力主要受那些因素的影响，

有何规律? 

26. 什么是达朗贝尔佯谬？产生的原因是什么？实际流动情况又是如何？ 

27. 什么是雷诺数?它的物理意义是什么？ 

28. 流动相似的条件是什么?简述π定理的内容。 

参考资料 

[1]《高等流体力学》复习题 

[2] 高等流体力学复习总结 

 

附录二 流体力学往年期末考试题 

(一) 2021 秋季学期流体力学期末考试题 

编者注：本试卷由张一航同学考试后回忆整理得到，命题的老师为文凡老师 

1. 已知 , , 0u y v x w     。 

(1) 求流线、轨迹； 

(2) 简述速度散度的物理意义. 

 

 

 

2. (1) Helmholtz 速度分解定理的内容是什么？(2) 简述流体微团的运动图像. (3) 

静止流体中的应力有什么特点？(4) 环流和涡度的关系？(5) 环流为 0，涡通

量一定为 0 吗，为什么？ 

 

 

 

https://www.doc88.com/p-8078024055988.html
https://www.doc88.com/p-0817230806757.html
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3. 已知速度势  2 2 2 22k x y z     . 

(1) 求压强分布； 

(2) 简述 Bernoulli 方程的内容和物理意义. 

 

 

 

 

 

 

4. 已知流动由一沿 x 方向的均匀流和一位于原点的点汇叠加而成. 

(1) 求过(1,1)的流线方程； 

(2) 简述象的方法的基本思想. 

 

 

 

 

 

 

5. 一无限大平板置于 xOy 平面上，其运动规律为 u=Usint，上半空间充满流体. 

（1）求上半空间流动满足的方程，并写出边界条件； 

（2）定性分析上半空间的流动规律. 
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(二) 2022 年春季学期流体力学期末考试题 

编者注：本试卷由刘阅同学考试后回忆整理，命题的老师为毛新燕和孟静老师 

一、 概念题 

连续介质假设；正压流体；开尔文定理；兰金组合涡. 

 

 

二、 已知 u=(6x-4y)t，v=(9x-6y)t，求： 

求加速度；此流动是否为定常流动？此流动是否为均匀流动？ 

 

 

 

三、 有一水平放置的粗细不均的水管，D1=15 cm，D2=7.5 cm，P1=1.5g N/cm2，

P2=4g N/cm2，求管内流量。（g 为重力加速度） 

注：原题就是这么给的压强。 

 

 

四、 甲球在水中进行测试，水速 u1=2 m/s，所受阻力 F=5 N，乙球的直径为甲球

的 2 倍，将乙球放于空气中测试，空气密度ρ=1.3 kg/m3，运动学黏性系数

为水中的 13 倍。 

1. 空气流速多大才能满足相似准则数？ 

2. 计算空气中小球所受阻力。 
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五、 某流动场的复势为：          2 2 201 ln 4 3 4 ln 9 5W z i z i z z
z

         

1. 写出基本势流； 

2. 求|z|=4 处的速度环量Γ及通过的流量 Q. 

 

 

 

六、 明渠中理想不可压缩流体流经闸门，情况如下图所示，1、2 断面上水深分

别为 D1和 D2，渠宽 w，求明渠中流体对闸门的水平作用力 R。略去渠壁摩

擦力和体力。 

 

七、 水平放置的两无限大平行平板之间充满粘性不可压缩流体，假若保持上平

板不动，下平板以速度 U 在自己所在的平面内匀速运动，求当流动达到定

常状态后流体的速度分布以及两平板各自所受到的粘性应力。


