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编者的话 

 期末考试后，我对《物理海洋学》资料进行了完善，还是那句话——我虽然

不能编出一本权威的教材，但是我得保证我整理的资料有头有尾、逻辑完整，不

然传给后面的学弟学妹们看了也是一头雾水——这恐怕不是我的初衷。在这之前，

我也答应了杨庆轩老师，要给他看看我整理的这份资料，所以，对《物理海洋学》

资料的完善，一方面是自我的要求，另一方面，也是在兑现承诺。 
 为我们大气上课的两位年轻老师是荆钊和张正光老师。整个学期下来，两位

老师的讲课风格截然不同。荆钊老师的 PPT 上满满的都是公式，多于的文字说

明不见“半点踪影”，可谓相当“精简”。不过荆老师会在课上给时间推导 PPT
上的公式和方程，并且还会讲一下推导思路。所以在听荆老师的课时，要跟着一

起推导公式，记好老师的思路，保留好上课的演算笔记，课后再对着 PPT 整理

一下。不要妄想着“上课划水，课后再看 PPT 复习”，没有跟着老师的脚步走，

看着 PPT 简略的公式只会令人头大。简而言之，荆钊老师的部分公式推导会很

多，他布置的作业也是公式推导。 
 张正光老师的讲课风格与荆钊老师截然不同，他俨然把每一堂课当成了讲座，

并且他讲台上讲话犹如相声演员在说相声，我们在听他的课时会觉得比较放松。

张老师的课有一个特点：淡化公式的推导，用大家都能接受的一些事实解释一些

物理现象(他一直在强调“自己最不擅长公式推导了”，然而他当年在动力气象课

堂上的故事人尽皆知)。这就给我整理张老师部分的资料带来了极大的困难。因

为我本人比较喜欢通过公式去得出一些结论，像张老师是直接给出结论，这种时

候总是向去探究这些结论到底怎么得出来的。当然，并不是所有的结论我深究到

底，到底我还是个学大气的，一些海洋方面的专业问题，我也只能点到为止。但

是张老师在作业中涉及的知识点，我是竭尽全力要“搞出个完整逻辑来”。 
 虽然《物理海洋学》对我们大气专业来说只是非必修课，但是，对于知识，

多学无害。认真学习一门课程，对自己来说是一种提升。至于究竟学多深，就看

个人的“道行”以及学习态度如何了。 
 

0 0  

2022 年 7 月 6 日 

于中国海洋大学 东区宿舍 
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《物理海洋学》 

整理/19 级大气科学 蒋斌 

第一章 海水运动基本方程 

§1.1 描述海水运动的参考系(坐标系) 

1. 描述海水运动的参考系/坐标系 

惯性参考系：满足惯性定律(即牛顿第一定律：任何物体均有保持匀速直线运动

或静止状态的性质，直至外力迫使它改变运动状态)的参考系称为惯性参考系，

将坐标系固定在惯性参考系上，这个坐标系称为惯性坐标系。反之，分别称为非

惯性参考系、非惯性坐标系。 

问：固定在地球上的坐标系称为____，属于____参考系.(旋转坐标系，非惯性) 

 

2. 旋转坐标系下的物理量表示——重点理解推导的思路 

(1) 绝对坐标系下的向量旋转变化 

   在绝对坐标系下看向量旋转产生

的变化率。如左图所示，经过 时间后转

过了角度 ，有 。向量终点走过

的弧长可以表示为 ，于

是得到在绝对空间中向量旋转的变化率

为： 

 

(2) 微分算子 的推导 

如左图所示，建立两个坐标系，分别是惯性坐标系

(其中 轴与地轴重合)和旋转坐标系 ，两

个坐标系中的三个方向的单位矢量分别为 和 ，

那么对于任意矢量 ，有 

t

 t  

cos  C C m

ad
dt

 
C C

a rd d
dt dt

  

O x y z    z O xyz

, ,  i j k , ,i j k

A
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 在各自的坐标系下， 和 均与时间无关，有 

 

 我们的目标是得到两个坐标系之间的联系。若将向量 在旋转坐标系中的坐

标在惯性坐标系下对时间求导，由于 在惯性系中观察是在发生旋转的，

此时的导数可以写成： 

 

第二部分的结果在(1)中已经进行了阐述，直接套用公式即可，从而 

 

(3) 速度 

 将位置矢量 代入(2)中的微分算子中，有 

 

(绝对速度=相对速度+牵连速度) 

(4) 加速度 

 对(3)中的速度关系表达式继续对时间求导，有 

 

继续套用(2)中的微分算子化简， ，上式可继续化为： 

 

的化简可以利用矢量三重积公式 进行化简，

也可直接利用右手螺旋法则结合实际进行两次叉乘运算，得到结果为 

 

x y z x y z= A A A = A A A        A i j k i j k

, ,  i j k , ,i j k

ya x z

yxr z

dAd dA dA=
dt dt dt dt

dAdAd dA=
dt dt dt dt

 
   

 

A i j k

A i j k

A

, ,  i j k

ya x a a az
x y z

dAd dA d d ddA= A A A
dt dt dt dt dt dt dt

          
  

A i j ki j k

a rd d
dt dt

  
A A A

r

a r
a r

d d
dt dt

      
r r r v v r 

  0a ra a a r a add d d d
dt dt dt dt dt

        
 

v rv v r 


a rd
dt
v a

a
d
dt


r v

   2a a r r r r
r r r

d d d
dt dt dt

            
v v vv v r v r     

   r            a b c a c b a b c

   2 2cos r rr        为纬度, 为纬度圈径向的单位矢r e R e 
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而在惯性系中，根据牛顿第二定律，有  

所以在旋转坐标系中加速度的表达式就可以写为 

 

· ——科氏力 

 当质点以一定速度相对于旋转参照系运动时才产生； 

 科氏力的方向始终垂直于角速度和质点的运动方向； 

 科氏力不做功。 

· ——惯性离心力 

 方向垂直地轴，由地轴指向海水微团 

 没有旋度，是有势力，其势函数为：  

 科氏力和惯性离心力又称为视示力，他们都是虚拟的力，是由于地球的旋转

效应所产生，并不是物体相互之间所产生的力 

(5) 标量的变化 

 水体微团的密度、温度、盐度等标量性质是客观存在特征，不随参照系的变

化而变化。因此它们在不同参考系下对时间的微商是不变的：  

考察 ，因此有 

(标量守恒律) 

 

3. 球面坐标系下的向量分析 

a a
i

i

d
dt

 v F

22r r
i r

i

d
dt

    v F v R

2 r v

2 R

 2

2



R

ad f df
dt dt



 a r r r         v v v v

0a
a r

d f df dff f f
dt dt dt

           v v v
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(1) 梯度的表达式 

 梯度表示某一标量函数在该点处的方向导数沿着该方向取得最大值。我们在

旋转坐标系中在其三个方向上进行推导。假设某一标量函数  

方向上：  

方向上：  

方向上：  

因此梯度的表达式为： 

 

 

(2) 散度的表达式 

 我们利用高斯散度定理：

推导。仍然在三个分量上进行推导。设 ，上图中的体积微元

的体积为 。 

方向上， ：  

方向上， ：  

 , , r 

i
   

0

, , , , 1lim
cos cos

r r
r r

    
  

    




j    
0

, , , , 1lim
r r

r r

    
 

    




k
   

0

, , , ,
lim
r

r r r
r r

    


    




1 1
cosr r r  

  
   

  
i j k

0

1lim
V S SV

dV dS dS
V 

           B B n B B n

rB B B   B i j k

2cos cosV r r r r r       

i S r r  i
1

cos

B SB S B
V V r



 
  

   





 


i
i

j cosS r r  j
 cos1

cos

B SB S B
V V r



 
  

   





 



j
j

将在球坐标系下的三个分量

表示为 ，在球面建立旋

转坐标系，其上的三个方向的

单位矢量为

, , r 

, ,i j k
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方向上， ：  

[注] 可以理解为 在 到 之间的净通量变化。 

综上，散度的表达式为 

 

 

(3) 旋度的表达式 

 斯托克斯定理：  

 如下图所示，我们以 方向为例，上述的定理可以写为 

 
 

进一步写开为 

 

采用同样的方法可以得到其他两个方向的旋度表达式依次为 

 

(4) 球面坐标系下单位矢量的随体导数 

k 2 cosS r  k
 2

2

1
r

rr

B r S B rB S r
V V r r

  
 





 



k
k

BB 
 







B   
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2

cos1 1 1
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rB rBB
r r r r

 
   


    

  
B

0
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dS d d
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          B n B r B B r
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 i iB A d A r r    
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B r

   

 1

r
r r

r

B r B r
B r r B r B r r B r B r

r
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r r
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1 1,r
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如左图所示，我们将旋转坐标系中的单

位矢量 在绝对坐标系下进行投影

(i 方向与地球某一经圈构成的面垂直，

即与地轴垂直，所以在地轴上没有分

量)： 

 

(此处的分解有点考验读者的空间想象

力，可以自行画成二维图理解一下) 

 

考察某一物体沿纬圈运动，有 ，而 ，所以 。

而 ，所以  

 

考察沿某一经圈运动，有 ，而 ，所以 ，故 

 

 

讲各项代入后得到  

, ,i j k
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1 2 3
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d d
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①
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d u
dt r





 1 2cossin cos sin     j e ek  
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  j ki
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d d
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d d d d d
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d d
dt dt
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d d
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为了方便记忆，引入 ，于是单位矢量的随体导数可以

记为：  

 

(5) 球坐标系下的动量方程 

 不考虑摩擦，直角坐标系下动量方程为 。 

  

 上式中含有 r 的项叫做曲率项，它主要是由地球球面曲率引起的。请读者证

明，曲率项不做功(根据做功的定义，利用向量点乘去做) 

 如下图为科氏力的分解(由于地轴总是和 平面重合，所以 在 i 方向上并 

没有分量)： ，根据矢量叉乘运

算： 

 

定义科氏参数： 。记  

于是科氏力又可以简记为：  

  

于是原始的动量方程组可以表示为如下形式： 

  

结合实际的运动，对动量方程进行简化： 

 薄层近似，海水的平均深度为 4km，远小于地球的平均半径 a=6371km，因

tan
flow

v u u
r r r


    i j k

, ,flow flow flow
d d d
dt dt dt

      
i j ki j k

1 2d p
dt 

      
V V

2 2 2tan tan

d du dv dw d d du v w
dt dt dt dt dt dt dt

du uv wu dv u wv dw u v
dt r r dt r r dt r

 

     

               
     

V i j ki j k

i j k

yOz 

sin , cosz y      

   
 

2 2 cos sin

2 sin 2 cos 2 sin 2 cos

u v w

v w u u

 

   

         

      

V j k i j k

i j + k

2 sinf   2 cosf  

 2 fv fw fu fu      V i j k

1 1 1 1
cos

p p pp
r r r      

  
     

  
i j k

2

2 2

tan 1
cos

tan 1

1

du uv wu p fv fw
dt r r r
dv u wv p fu
dt r r r
dw u v p g fu
dt r r
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此，当 出现在微分号以外时可以近似看成常数 a，且 ； 

 传统近似，海水的垂向流速的量级在 ，水平流速的量级在

，可以认为 。 

在上述的近似条件下，近似简化后的方程为： 

 

[注]在 k 方向上略去 的原因：根据传统近似略去了含 的项后，为了

满足科氏力及曲率项力不做功。 

 

(6) 球坐标系下的连续方程 

 连续方程 ，根据散度的物理意义： 在球

坐标系中， ，从而 

 

取极限可以得到 ，或者也可以写成

，这与前面推导的散度表达式的

形式是一样的。进而可以写出连续方程的表达式为： 

 

读者可以尝试将上述方程改写成 的形式： 

 

r a z   z a z   

5 410 10 m s 

0.1 1m s ,w u v

2

tan 1
cos

tan 1

1

du uv p fv
dt r a
dv u p fu
dt r a
dw p g
dt z


  


 



     
 

    
 

  


2 2
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    V  

0

1lim
d
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2
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u v w w v
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   2

2
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cos cos

wrvu
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cos cos

wrvd u
dt r r r r
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2

cos1 1 1 0
cos cos

r wu v
t r r r r
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4. 局地直角坐标系 

 

 当物体的运动范围远小于地球(曲率)半径时，可认为物体所在的区域视为平

面，此时的坐标系称为局地直角坐标系。此时， ，从而动量方程

中的曲率项可以忽略。我们再做一个静力近似假设，即认为在垂直方向上压强梯

度力和重力平衡，因此，在局地直角坐标系下的简化动量方程为： 

 

 f 平面近似与β平面近似 

 将 在纬度 处进行一阶 Taylor 展开，有： 

 

而 ，记 ， ，则 。若令 L 代表

运动的经向水平尺度，则 ，因此在中纬度地区，若物体的经向水平

尺度远小于地球半径( )时，可取 ，即把 作为常数处理，这种近似

称为 f 平面近似。 

  f 平面近似相当于完全没有考虑地球球面性所引起的 f 随纬度的变化。高一

0d d d
dt dt dt

  
i j k

1

1

10

du pfv
dt x
dv pfu
dt y

p g
z







 
   

 
   

 
  



2 sinf   0

 0 0 02 sin 2 cosf        

 0a y   0 02 sinf   02 cos
a

 
 0f f y 

0

0 0

cos
sin

Ly
f a






1L a  0f f f



《物理海洋学》·学习笔记

12

级的近似是所谓的β平面近似，其主要内容为： 

① 当 f 处于系数地位不被微商时，取 ； 

② 当 f 处于对 y 求微商地位时，取 。 

 显然，β平面近似考虑了大尺度运动中 f 随纬度的变化。在低纬赤道地区，

，因而有 ，这称为赤道β平面近似。 

 

§1.2 海水的热力学性质 

1. 与海水有关的几个控制方程 

(1) 海水状态方程 

 (S表示盐度， 称为比容，表示单位质量海水所占的体积)。

对 进行全微分展开得到： 

 

 ——热膨胀系数，表示每升高 1℃时，单位体积海水的增量, 

。 

 ——压缩系数，表示单位体积的海水，当压力增加 1Pa 时，

其体积的负增量, 。 

 ——盐度收缩系数，表示单位体积的海水，当盐度增加

1ppt(parts per thousand，千分之一)时，其体积的负增量,  

 密度超量：  

0f f

df const
dy

 

0 0f  2f y y
a

 


 = , ,T p S  1






 
, ,,

T p S
p S T pT S

d dT dp dS dT dp dS
T p S
      

                     

,

1
T

p ST



    

  4 12 1.5 10 K  

,

1
p

T Sp



 

    

  10 14.1 0.5 10 Pa  

,

1
S

T pS



     

  4 17.6 0.2 10 ppt  

31000 /kg m  
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可见海水的密度变化范围不太大，且变化可认为是一种线性的。因此对海水的密

度(比容)进行线性近似： 

 

对海水密度的影响：压强＞温度＞盐度 

 

(2) 盐度控制方程 

 ，盐度的变化可由扩散过程( )或者源

汇过程( )引起。 

(3) 温度控制方程 

 ， 表示熵。温度的变化可由热传导或者源汇过程引

起。 

(4) 海水热力学方程 

 热力学第一定律： ，其中 表示内能的变化，

表示热量的变化， 表示做功变化， 表示化势的变化。 

 

 焓的表达式为 ，对其求全微分，并将热力学第一定律代入(这里先

假设 S 恒定的情况)，有 ，从而 。 
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 根据假设，有 ，将二者展开为全微分： 

 

由 ，得 。由上面的第

一个式子，得 ，对比可以得到 

 

，称为海水的定压比热容。 

 

2. 位势温度 

 在绝热条件下， ，但是海水的温度并不

守恒，压强的变化也会引起温度改变。引入位势温度的概念：海水微团在绝热、

盐 度 不 变 的 情 况 下 ， 移 动 到 某 一 参 考 压 强 处 所 对 应 的 温 度 。

， 也 可 以 改 写 成 。 由 ， 得

，又 ，得到 。 

 吉布斯自由能表达式为 ，有 ，利用二阶混

合偏导数相等( )，可以得到著名的麦克斯韦关系：  

 又 ，在绝热情形下，将

上述的麦克斯韦关系代入可得： 

   , , ,T p h h T p  

p T

p T

d dT dp
T p

h hdh dT dp
T p
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而 ，同根据静力平衡假设有 。一般假设微分号外面的

温度 为一常数， ，因此上述方程最可化简为： ，

即 ，考虑初始条件为 ，则有 。 为人

为选取的一个参考平面，一般选海平面 ，其中称 为温度

绝热变化率。 

 

3. 位势密度(剔除压强的影响，与温、盐有关) 

 海水微团在绝热、盐度不变的情况下，移动到某一参考压强 处所对应的

密度。类比位势温度有 ，同样可以改写成 ，对其求全

微分有 ，考虑绝热条件，有 

 

称为绝热声速。(介质越不可压缩，声速的传播速度快) 

[注] 关于 的推导过程过如下： 

 因为 ，在绝热过程中 ，两边对 求偏导有： 

 

同样的根据静力近似，代入上述方程有： ，将微分号外的密度

0
pp
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用海水平均密度 代替，有 ，同样的我们有初

始条件 ，则  

 考虑盐度的情况 

 

 

 盐度变化项通常很小可以忽略，而海洋中温度与位势温度相差不大(但密度

与位势密度相去甚远)，所以上式又可以继续化简为  

 

4. 局地直角坐标系下描述海水运动的闭合方程组 

 

§1.3 Boussinesq 近似 

1. 动量方程的近似 
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 上图为海水密度分布的剖面图，可以看到，在整个铅直方向上，海水密度的

差值在 25kg/m3左右，因此可以有 

 

为海水的平均密度， 为偏离平均密度的一个扰动量。同理压强也

可以写为 ，并对于 ，我们假设恒满足 ，

于是动量方程可以写为 

 

方程左边的 的数量级与 的数量级相比较小可以忽略，右边的 的数量

级在铅直方向来说是比较大的，不能忽略，而 

 

故动量方程可以化简为 

 

其中 ， (浮力)。 

 

2. 连续方程的近似 

(1) 狭义不可压缩流体 

 若流体微团在运动过程中密度保持不变，则称为不可压缩流体。即 

  0 0= + , , ,x y z t    

0  , , ,x y z t

   0= + , , ,p p z p x y z t 0 0, p 0
0
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dz
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按照狭义定义，所有流体均不是不可压缩流体。 

(2) 广义不可压缩流体 

 若流体微团在运动过程中满足以下关系 

 

则称为不可压缩流体。上述关系表明：  

(3) 广义不可压缩的充分条件 

 假定运动的时间尺度是平流时间尺度(局地变化项与平流项的量级相当)，那

么由 ，有 (这里及后面的大写字母均为对

应物理量的特征尺度值)。根据广义不可压缩流体的定义，有 ，得到

关系式 。在推导位势密度时，有关系式 ，从而有 。 

 根据动量方程 ，可知压强梯度力可与方程中剩余

的三项平衡，有 。 

 如果和重力平衡，有  

 如果和科氏力平衡，有  

 如果和加速度项平衡，有  

 从而海水冠以不可压的充分条件为： 

 

 

3. 热力学方程和状态方程 
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 对 求全导数，有 

 

(1) 等式右边第一项 

  

(2) 等式右边第二项 

  

(3) 等式右边第三项 

  

 方程两边同时乘以 ，考虑到 ，可以将处在分母上的 用 来

代替，于是上述方程可以写为 

 

引入位势浮力 ，上述方程又可以改写成 ，它可

以代替原来方程组中 三个方程。 

 

4. 动量方程近似的另一种形式 

 海水的密度主要在铅直方向上有差异，所以 1 中密度的表达式可以进一步改

写为 

 

同样压强也可以写成 ，满足 ，动量方程改写为 

 , ,S p  
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同样可以得到 

 

[总结] Boussinesq 近似指在与重力相联系的项中保留扰动密度，而在其他项中略

去扰动密度的影响 

 

5. 海水层结和静力稳定度 

 已知 ，所以有 ，考虑绝热、盐

度守恒的情况下， 可以简化成 

 

将 代入展开有 ，即 

 

称为浮力频率(Brunt–Väisälä，布伦特-维萨拉频率)，是对海水稳定

度的一个重要度量。位势密度的表达式为 ，两边同时乘以 ，

有  

 设海水的密度分布为 。首先来假设单位体积的海水微团从

移动至 过程中密度守恒，即 ，那么此过程密度变化 
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产生的浮力为 ，由此加速度 (动力学角度 )可以表示为

，另外，从运动学的角度，加速度还可以表示为 ，

于是我们得到一个关于浮力频率的二阶齐次微分方程 

 

 但是流体在运动过程中，密度不守恒。更合理的假定是流体从 移动至

过程中位势密度守恒，取 为参考压强面，同上面的推到过程一样，有 

 

同样可以得到一个二齐次微分方程： ，但此时  

[注] 位势密度守恒下密度变化的另一种推导方式 

 处，海水的密度为 ，则位势密度可以表示为 ，

在 处，根据位势密度守恒，有 

 

于是得到 ，故密度变化为 

 

 时表示海水是稳定的；反之则是不稳定。我们可以这么去理解，根

据其表达式 ，当 时，等价于 ，而在海中有 ，
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也就是说随着深度的增大，海水密度增大，这种“上轻下重”的分布显然是一种

稳定层结。 

[总结] Boussinesq 近似下的无粘海水运动方程组 

 

§*1.4 时间平均的基本方程(非考试重点) 

1. 湍流运动的特点 

(1) 不规则、无秩序的运动； 

(2) 流体质点的运动轨道不是平滑的曲线； 

(3) 流体质点的运动存在脉动及漩涡； 

(4) 没有相对稳定的分层 ； 

(5) 流体质点的热力学性质（温度、盐度和密度）也表现出不规则的随机变动. 

 

2. 基本方程的平均化 

 基本思想：将物理量的观测值可以看成由平均值和脉动值组成。 

 平均值的运算法则。设有两个物理量：  

 ; ; 

  

  

(1) 连续方程的时间平均 

 ，利用法则 4，得到  

(2) 运动方程 

 以 x 方向为例，方程左端加上 ，有 
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我们利用法则 3 和 4，则可以得到平均后的方程为 

 

上述方程显然引入了未知量，这显然是我们不想要的。我们假设湍流动量交换和

分子粘性力引起的动量交换在形式上是一致的。分子粘性切应力表达式为

，类比可得湍流应力 ( 称为

湍流粘性系数)，从而将湍流应力与平均速度联系了起来。 

 将 式减去 ，得到 

 

同理可得其他两个方向的表达式为 

 

 

(3) 盐度扩散方程 

 

方法同上，加 ，减 ，结果为 

 

( 为湍流盐度扩散系数) 
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(4) 热传导方程 

 

方法同上，加 ，减 ，结果为 

 

( 为湍流温度扩散系数) 

▲ 湍流方程组与层流方程组的异同 

① 物理量都由瞬时值变为平均值； 

② 比层流的运动、盐量扩散、热传导方程多了三项由平流项时间平均产生的脉

动量乘积项，分别参数化为与时间平均变量的梯度成正比的形式，将微观量

用宏观量表示； 

③ 湍流粘性/扩散作用与分子粘性/扩散作用形式类似，但大小高 2－3 个数量级。

因此，分子粘性和扩散作用通常可以忽略 

 

3. 混合长理论(详细内容查看链接[6]) 

(1) 湍流运动在距离𝑙′的运动范围内保持流体的属性近似不变； 

(2) 流体微团能够与周围的流体混合； 

(3) 平均运动的变化尺度远大于𝑙′。 

▲ 湍流混合的特征 

(1) 水平方向上一般是各向同性的； 

 
(2) 湍流粘性系数不是对称张量。 
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§1.5 边界条件 

1. 海面边界条件 

(1) 运动学边界条件——无质量交换 

 对 于 任 一 物 质 面 满 足 ， 若 从 质 点 的 运 动 规 律 为 从

，同样有 ，

对齐进行 Taylor 一阶展开 

 

易得 。我们假设海面是物质面，其方程为 ，

于是有 ，代入上式得到 

 

(2) 运动学边界条件——有质量交换 

 降水、蒸发等会影响海面，此时不能将海面看作物质面，引入淡水通量 。 

 

由上图可以得到关系式 ，将 代入，得到方程 

 

(3) 动力学边界条件 

 海面处的法向应力与切向应力连续。 
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(4) 热力学边界条件 

 海面处的热通量应当连续。  

▲ 虚拟盐通量  (PSU kg/m3·m/s) 

 海洋和大气并不直接交换盐分，但可以通过交换淡水间接引起海水盐度的变

化。海洋与大气间的淡水通量可以部分等价的转化为盐通量，称为虚拟盐通量 

 

我们对单位面积上的海水柱考虑，根据盐量守恒有 

 

另一方面，盐量守恒还可以表示为 ，在海洋

中， 的变化远比 小，所以 项可以忽略，从而有 ，故虚拟盐

通量的表达式为：  

 

2. 海底边界条件 

(1) 运动学边界条件：海底是物质面，其方程可设为 ，故有

。垂直于海底的流速分量  

(2) 动力学边界条件：无滑动边界条件(海水有粘性)，平行于海底面的流速分量
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(3) 热力学边界条件：近似认为海水和海底固体之间没有热量和淡水交换(实际

上由于地质活动也会有海底的能量向海洋传输) 

 

3. 侧向边界条件(同海底边界条件) 

 

§1.6 基本方程的尺度分析和简化 

 在进行尺度分析时，做以下的假设： 

 满足 Boussinesq 近似 

 f 平面近似 

 水平各向同性运动 

 湍流运动粘滞系数和扩散系数为常量，且有 

 

1. 常用的尺度分析的符号表示 
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2. 连续方程的尺度分析 

 

定义无量纲参数：纵横比 ，假定连续方程的三项同量级，则有 

 

显然对于大尺度运动， ，从而  

 

3. 水平运动方程的尺度分析(以 x 方向为例) 

 

上述方程中包含的几个无量纲参数为： 

(1) Rossby 数 

 表示平流非线性项与科氏力的比值，即 ，因此

可以根据 Rossby 数的大小判断一些尺度的运动。在实际大洋中，

，若 ，有 ，为大尺度运动；若

，有 ，为小尺度运动。 

(2) Ekman 层厚度 

 水平： ；垂直; ，表示平均湍流粘性力同科里

奥利力的比值，实际大洋中， ，所以

 

(3) Ekman 数 
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 水平： ；垂直： ，表示湍流粘性力与科氏力的比值，

即 (铅直方向类比可以写出)。当运动

的水平尺度 L 和铅直尺度 D 都很大，则𝐸𝑘,𝐻 «1， 𝐸𝑘,𝑉 «1，即水平湍流摩擦项和

铅直湍流摩擦项相对于科氏力项都可以忽略。 

 对于大尺度运动，有 ，从而有

，于是水平运动方程可以简化为 

 

根据量纲分析的法则，此时 的量级应该为 1，所以可以得到大尺度运动下

压强梯度力的特征尺度值为  

 

4. 垂直运动方程的尺度分析 

 

 在大尺度运动中 ，从而得到表达式 
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由此可以得到大尺度运动下浮力的特征值为  

 

5. 浮力方程的尺度分析 

 
上述方程中涉及的无量纲参数有： 

(1) 伯格(Burger)数 

 ，衡量垂直方向的密度层结和旋转约束效应的相对重要性 

(2) 佩克莱(Peclet)数 

 ，P«1，表示平流项相对于湍流混合项可以

忽略。 

 

6. 尺度分析实际应用 

 在上面的推导中，我们都是针对大尺度运动，因此有 ，并

且我们事先假设 。其他的尺度分析显然不会和大尺度的分析完全一致，而

且我们的事先假设是否站得住脚，也需要返回去验证。 

(1) 在不可压缩的连续方程中我们假定
∂𝒖
∂𝒙~

∂𝒗
∂𝒚~∂𝒘

∂𝒛，并据此得出𝑾 = 𝑼𝑫/𝑳 = 𝜹𝑼。

现在假定𝒘𝑵𝟐在浮力方程中不可忽略，并忽略湍流粘性和扩散项，试证明当
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𝑹𝒐 ≪ 𝟏,𝑩𝒖 = 𝟏,𝜹 ≪ 𝟏,
𝑳

𝑻𝑼 = 𝟏时，𝑾 = 𝑹𝒐𝜹𝑼 ≪ 𝜹𝑼 

[分析] 根据题意写出浮力方程的表达式为： 

 

因为𝑅𝑜 ≪ 1，所以可以认为是大尺度运动，从而 ，故 

 

对于 z 方向，有 ，所以该项可以忽略。 

又因为 ，为使方程平衡，须有 ，即 

 

 

(2) [海浪] 在深海大洋，海浪的周期 T 通常在零点几秒到几十秒，水平尺度 L

在几十厘米到百米之间，垂向尺度 D=L。假定海浪的水平流速尺度 U=1m/s，

T=1s，L=10m，海洋表层 N=10-3s-1，并忽略湍流粘性和扩散项。 

 解释为何在海浪研究中通常不需要考虑科氏力。 

 证明非线性平流作用相对于局地时间导数项可以忽略。 

 推导无量纲的垂向动量方程，说明海浪研究是否可以采用静力近似。 

 推导无量纲的热力学（浮力）方程，求解𝐵的表达式， 

 推导无量纲的垂向动量方程，并说明为什么海浪研究可以采用均质流体假设。 

[分析] ① 海浪的 Rossby 数为： ，由此可知海浪为

小尺度运动，即科氏力相对惯性力可以忽略。 
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② ，非线性平流项比局地时间导数项小一个数量级，

故可以忽略。 

③ 根据 ，得 。结合前两问的分析可知，科氏力、平流项均

可以忽略，故水平动量方程(以 x 为例)为 ，从而得到 。垂

向的动量方程为： 。显然，此时的

局地时间导数项相对平流项已经不能忽略，所以不满足静力平衡。 

④ 无量纲浮力方程为： ，平流

项小一个数量级可以忽略，从而有 ，故  

⑤ 将 代入③中的垂向动量方程中，浮力项的量级为 可以忽略，

即由于流体密度差异(非均质流体)对流体运动产生的影响可以忽略不计，从而使

得动量方程与均质流体的动量方程是一致的，故海浪研究可以采用均质流体假设。 

 

(3) [内波] 内波是发生在层结流体内部的一种波动，其频率在 f 与 N 之间。假定

海洋内部 N0=10-2s-1，f=10-4s-1，某内波的运动的水平尺度 L 和垂向尺度 D 皆

为 1km，运动的水平流速尺度为 0.1m/s，并先验的认为𝑾 = 𝑼𝑫/𝑳 = 𝜹𝑼。忽

略湍流粘性和扩散项。 

 求解该内波的 Rossby 数大小。 

 推导无量纲的垂向动量方程，说明该内波研究是否可以采用静力近似。 

 证明该内波频率的尺度为 N0。 

 根据以上结果，检查先验假定𝑊 = 𝑈𝐷/𝐿 = 𝛿𝑈是否合理。 

[分析] ① ，说明需要科氏力与惯性力都要考虑 
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② 由题意可知，有 ，以 x 方向的动量方程为例： 

 

此时不再采用常规的除以 的操作，因为结合本题，如果除以 ，局地时间

导数项的量级为 ，而 ，从而 ，显然这样就

不方便与其他项进行比较，我们希望得到的无量纲方程的系数应该等于 1 或远小

于 1，因此本题通过除以 得到无量纲方程： 

 

而 ，从而  

垂向的动量方程为： ，显然，此时

的局地时间导数项与压强梯度力同量级不可以忽略，所以不能采用静力平衡近似。 

③对浮力方程进行尺度分析： 

 

忽略平流项，有 ，代入垂向动量方程中得 

 

浮力是影响内波的重要力之一，不能忽略， ；同时，为了使得方程平

衡， ，所以  

④根据水平动量方程可知：平流项可以忽略，局地时间导数项与压强梯度力项平

衡即 ，即水平散度不为零，根据

连续方程，可得垂向的量级与水平量级相当，我们的先验假设是合理的。 
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(4) [近惯性内波] 海洋中的近惯性内波是频率非常接近 f 的一种内波，假设

L=100km ， D=100m ， f=10-4s-1 ， N=10-2s-1 ， U=0.1m/s ，并先验的认为

𝑾 = 𝑼𝑫/𝑳 = 𝜹𝑼。忽略湍流粘性和扩散项。 

 证明𝐵𝑢 ≪ 1, 𝑅𝑜 ≪ 1,
𝐿

𝑇𝑈 ≫ 1 

 推导无量纲的热力学(浮力)方程，求解𝐵的表达式。 

 推导无量纲的垂向动量方程，证明近惯性内波满足静力近似，并求解Φ的表

达式。 

 推导无量纲的水平动量方程，并找出占主导作用的项。 

 根据以上结果，检查先验假定𝑊 = 𝑈𝐷/𝐿 = 𝛿𝑈是否合理。 

[分析]  

① ， ，  

② 对浮力方程进行尺度分析有： 

 

注意到 ，所以 ，故  

③ 对垂向的动量方程进行尺度分析有 
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显然 ，所以可以认为近惯性内波满足静力近似，且  

④ 水平动量方程为 

 

进行尺度分析如下： 

 

 

由①可知 ，所以局地变化项与科氏力项占主导地位。 

⑤ 通过前面的分析可知局地项与科氏力项平衡： 

 

所以 ，可以认为我们的先验假设是合理的。 

 

§1.7 浅水方程 

1. 单层流体浅水方程 
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四个前提条件：均质不可压流体；忽略流体的粘性；静力近似；β平面近似 

(1) 静力近似 

 ，从海表面向深海积分，有 ，

忽略大气压，有 ，两边求水平梯度，有  

(2) 水平动量方程与位势涡度 

 假设初始流速与 z 无关，那么动量方程中的 项可以忽略。结合上述静力近

似的表达，于是得到水平动量方程表达式如下 

 

下面计算 ，其中 

 

 

 

因为涡度的定义为 ，所以上述式子最终化简为： 
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因为 仅是 的函数，所以对上述公式进一步变形可以得到 

 

 定义 ， 称为绝度涡度， 称为相对涡度(牵连涡度)， 称为

地转涡度。 

 

(3) 连续方程 

 

 对方程两边分别从 到 积分有 

 

根据前面的边界条件，海底面方程为 ，满足 ；海

面方程为 ，满足 ，代入上式得到 

 

上述的方程物理意义也十分明显，当局地海表面变化变化时，将会引起水平方向

的海水体积输送，即我们所说的海水的辐聚与辐散。 

 

(4) 垂向流速与水柱拉伸 

根据连续方程 ，做定积分 
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上述式子可改写为 ，将变量 z 换成

，有 ，于是得到 

 

 也就是说，当海表面与海底之间的距离发生变化时，海洋中任意深度处的海

水与海底的距离也会随之发生变化，这就好比拉伸或者压缩一个弹簧。 

 

(5) 位势涡度守恒与开尔文环流定理 

 前面推导水平动量方程时有涡度方程 ，在推导连续方程

时有 ，两式相比较有 

 

定义位势涡度 ，可见位势涡度是守恒的。 

开尔文环流定理表明，涡通量等于环流，而 

 

也即是说位势涡度的体积分与涡通量是等价的，

且均等于环流。 

 

2. 约化重力模型 
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 该模型考虑的假设：每一层流体皆为均质不可压缩流体；忽略粘性效应；静

力近似；β平面近似；无限深海，且深层流体近似为静止状态(也就是把海洋分

成上下两层，下层是不运动的) 

 类比单层流体的水平动量方程(仍然认为初始流速与 z 无关)，于是得到上层

的动量方程为 

 

同样可以得到连续方程表达式为  

 但是下层有所不同，对 在 到 积分得到 

 

其中 称为约化重力，显然 ，所以可以得到 ，即海

面的起伏可以忽略，称该条件为刚盖近似，从而连续方程中的 ，水平

动量方程中的 。 

 

3. 考虑粘性的情形 

(1) 考虑水平湍流粘性 
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(此时仍可认为水平流速与 z 无关) 

(2) 考虑垂直湍流粘性 

 

考虑了垂向流速以后，水流流速便不再与 z 无关了。考虑垂向运动尺度𝐻=4000𝑚 

垂 向 湍 流 粘 性 系 数 ，

， 那 么 垂 向 Ekman 数

，从尺度分析的结果来看，湍

流粘性作用相对于科氏力可以忽略，但是，从

另一个方面来说，垂向湍流粘性作用一定不能

忽略，否则风无法驱动海水运动，海底的流速

也无法变为零。为了解决这个矛盾，需要用边界

层理论来解释。 

 在边界层中湍流粘性作用不可忽略；在边界层以外垂向湍流粘性作用可忽

略；边界层厚度𝛿远小于水深 H；在边界层内运动的垂向尺度为𝛿。对动量方作

做如下积分： 
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因此考虑垂直湍流粘性的水平动量方程可以写为： 

 

4. 浅水方程应用题 

【例题 1】对于一层流体的浅水方程组： 

∂𝑢
∂𝑡 + 𝑢

∂𝑢
∂𝑥 + 𝑣

∂𝑢
∂𝑦 = 𝑓𝑣 ― 𝑔

∂ℎ
∂𝑥   (I) 

∂𝑣
∂𝑡 + 𝑢

∂𝑣
∂𝑥 + 𝑣

∂𝑣
∂𝑦 = ―𝑓𝑢 ― 𝑔

∂ℎ
∂𝑦   (II) 

∂ℎ
∂𝑡 +

∂ℎ𝑢
∂𝑥 +

∂ℎ𝑣
∂𝑦 = 0  (III) 

其中 u 和 v 水平流速，h 为从海面到海底的距离(这里假定平坦海底，并设海底

处 z=0)，f 为科氏参数并随纬度变化。试回答以下问题： 

(1) 推导动能的控制方程，并说明动能是否守恒？ 

(2) 推导机械能的表达式，并证明其守恒。 

(3) 设海面处 z=0，重新推导机械能的表达式，并探讨与(2)中的异同。 

[分析] (1) 将上述标量方程写成矢量形式有 
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(1)式两边点乘 有 

 

对(3)式做积分 

 

注意到 ，而 ，其中

表示动量，对于整层海水而言，初始状态静止， ，在海底也有速度为 0，

即 ，而动量与动能的关系为 ，从而可以得到 

 

所以动能方程为 ，显然动能不守恒。 

(2) 以海底为零势能面，单位面积上处在深度为 z 处的海水微团的势能可以表示

为 ，于是海水的总的势能可以表示为 
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结合(4)式，有 ，即机械能是守恒的。 

(3) 若将参考平面设在海面，那么此时势能的表达式发生变化(设海水的平均深度

为 H)： 

 

于是 ，根据质量守恒可知 ，

所以仍然有 ，即机械能是守恒的。 

【例题 2】梯度风平衡(gradient wind balance)：对于定常流动的一层流体的浅水

方程组： 

𝑢
∂𝑢
∂𝑥 + 𝑣

∂𝑢
∂𝑦 = 𝑓𝑣 ― 𝑔

∂𝜂
∂𝑥 (1) 

𝑢
∂𝑣
∂𝑥 + 𝑣

∂𝑣
∂𝑦 = ―𝑓𝑢 ― 𝑔

∂𝜂
∂𝑦 (2) 

其中 u 和 v 水平流速，𝜼为海表面高度(这里假定平坦海底，并设静止海面处

z=0)，f 为科氏参数并采用 f 平面近似。试回答以下问题： 

(1) 令𝒙 = 𝒓𝒄𝒐𝒔𝜽,𝒚 = 𝒓𝒔𝒊𝒏𝜽，求解方程(1)和(2)在极坐标系下的表达式 

(2) 假设流动不依赖于𝜽，此即为梯度风平衡。进一步假设𝜼 = 𝑨𝒆―𝒓(其中𝑨可正

可负)，请比较梯度风平衡与地转平衡下流动的差异。并说明在何种情况下，

梯度风平衡可以近似为地转平衡？ 

[分析] (1) 同样的我们把标量方程写成矢量形式 

 

容易证明，二维极坐标下，梯度算子可以表示为：  

在 极 坐 标 系 下 ， 速 度 矢 量 为

，且

于是 
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而科氏力项又可以写为 ，综上，可以得到极坐标系下的运动

方程组为 

 

(2) 根据假设有 ，上述方程化简为 

 

对于大尺度运动 ，可认为 ，此时 ，即梯度风平衡可

以近似认为是地转平衡。 

 

参考资料 

[1] 海水运动基本方程 

[2] 流体力学(旋转流体动力学)  

[3] 卫星上的钟——三谈势场及其零点的选取 

[4] 各种度，梯度，散度，旋度坐标变换 

[5] 三种常用坐标系中的矢量场 

[6] 流体力学课件：Chapter8-湍流 

[7] 第三章海洋的声学特性资料 

[8] 大气海洋学 (ustc.edu.cn) 

[9] 地球流体力学：第二章 第二节 海洋近似 
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第二章 海流 

§1.1 地转流 

1. 海流 

 海流是海水大规模的具有相对稳定速度的非周期性流动。可以对物质、热量

进行迁移，起到调节气候、输送污染物等作用，在寒暖流的交汇处，还能形成渔

场。按动力学成因可以称为风生海流(海面风、盛行风所致)，按热力学成因又可

以称为热盐环流(受降水蒸发导致密度不均)。 

 

2. 地转流 

 不考虑海面风的作用，远离沿岸的大洋中部大尺度、准水平、定常的海水流

动，此流动是水平压强梯度力和科氏力平衡的流动 

 

我们仍然考虑静力近似： ，积分可以得到 

 

第三项可以表示海表面起伏产生压强，实际情况海表面起伏很小，所以可以取密

度为常数，故 ，两边取水平梯度散度，水平气压对海水压强的变

化很小可以忽略，有 

 

 如下图所示，假设等势面为 xOy 面，等压面只沿 x 方向倾斜( )，

夹角为 ，在等压面上满足 ，进行全微分展开有 ，即

，于是可得地转流的大小 

 

上式表明，地转流的流速大小与等压面倾角的正切成正比，与科氏参量 f 成反比，
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注意在赤道处 f=0，上式不适用。 

 

 地转流的两种形式——梯度流和倾斜流，下面分别对这两种流动展开讨论。 

【知识补充】海洋中的压强场 

(1) 内压场：由海洋内部密度差异形成的斜压场。其特点：上层斜压性强；随深

度增加，斜压性减弱至某一深度， 等压面与等势面基本平行。 

(2) 外压场：外因(风、径流、降水)引起海面倾斜所产生的压力场。 

(3) 总压场：内压场与外压场叠加在一起。海洋实际多是如此。 

 

3. 倾斜流 

 海水密度为常数；水平方向的压强梯度是由海面倾斜引起的，有 

 

 将地转平衡公式代入，可得 ，该式表明，倾斜流与

海表面的高度等值线平行。倾斜流从表至底流速流向相同(不考虑底摩擦)，压强

梯度力相同。在北半球，背向流速而立，右侧水位高，左侧水位低。 

 

4. 梯度流 

 海表面高度为常数；水平方向的压强梯度是由密度的水平分布不均匀引起

的，有 

0
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 同样的将地转平衡公式代入可得到重要的热成风关系： 

 

 热成风关系构建了垂直流速的变化和水平密度(温度)变化之间的关系，是大

洋中非常重要的流速和密度(温度)的关系式。假设流速垂向递减(这样的话 的方

向可以由 来确定)，有结论：北半球，背向流速，右侧为低密度(高温、低盐)

海水，左侧为高密度(低温、高盐)海水；南半球相反。(可以结合下图理解该结论) 

 
▲ 北半球纬向流速-深度剖面 

(①北赤道逆流；②北赤道流；③副热带逆流；④黑潮延伸体。等值线表示温度，

表示自西向东流动) 

 

§1.2 考虑摩擦的定常流动 

1. Ekman 漂流 

 由恒速定常的风长时间驱动大尺度、均匀密度的海洋，所产生的处于稳定状

态的海流称为 Ekman 漂流。在远离海岸的深海中，海底对运动没有影响(无底摩

擦效应)，称为无限深海的漂流。在近岸水域中，海底将产生一定影响(有底摩擦

效应)，称有限深海的漂流(或浅海风海流)。 

 

2. 无限深海漂流(重点掌握) 

(1) 基本假定 
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 北半球稳定风场、长时间吹(局地变化项可以忽略)； 

 无限广阔、无限深海，远离海岸； 

 海水密度均匀、海面水平(不考虑水平压强梯度力)； 

 f 平面近似，即不考虑科氏力随纬度的变化 

 只考虑由铅直湍流导致的水平湍切应力，且假定铅直湍流粘滞系数为常数 

(2) 基本假定下的方程组 

 

(3) 方程的求解——利用复变函数理论 

 构建复数 ，将 有 

 

将 代入，有 

 

上述方程的通解为： ，假定在 处，风只沿 y 轴向北吹，则有

风应力 。边界条件为 

 

代入边界条件可以解得 ，所以  

(4) 方程解的讨论 

 根据欧拉公式 ，有 ，所以
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方程的解又可以写为 ，当 时， ；当

时， 。容易证明， ，从而可见 与

相差了 180°，从表达式也可以知道，在表层的方向为 45°，在 处方向为

225°(-135°)。由此定义摩擦深度 ，它表示 Ekman 漂流流向随深度增加

而偏转至与表层相反时的深度。因此速度表达式又可以写为 

 

在摩擦深度处，其流速大小为表层的 倍(0.0432)。其空间结构为：表层流速

最大流向偏向风向的右方 45°；随深度增加 流速逐渐减小流向逐渐右偏；至摩

擦深度 流速是表面流速的 4.3%， 流向与表面流向相反且运动可忽略。连接各

层流速的矢量端点构成 Ekman 螺旋；Ekman 螺旋在平面上的投影称为 Ekman 螺

线。 

 对复速度在垂向上积分，有 

 

上式表明体积输运方向垂直风向，在北半球向风向右边 90º输运。它是风应力与

科氏力相平衡的结果。 

 

 

3. 有限深海漂流 
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 在无限深海假设中，将无限深改为有限深，同样有 

 

 

为了方便后面求解和表示，我们设通解形式为 ，代入边界

条件 

 

所以解为 ，关于解的讨论： 

(1)  

 此时可以认为 很大，有 ，所以 ，此时方程的解又

可以写为 ，这便是无限深海的情形。 

(2)  

 此时认为水十分的浅，所以有 ，所以 

 

故方程的解又可以写为 ，此时有 ，即从表面到

底部的应力是一致的，也就是表面的风应力与底部的摩擦力相平衡，此时可以不

考虑科氏力的影响。 

[注]  

 时，有限深海漂流流速流向与无限深海相同； 
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 水深越浅，流向随深度增加右偏(北半球)越缓慢；且从上层到下层的流速矢

量越是趋近风矢量的方向。 

 

4. 升降流——结合 Ekman 体积输运的概念理解 

定义：是由不均匀风场或风场和地形配合产生的“较强烈”的铅直向流动。 

 

(1) 非均匀风场引起的辐聚、辐散 

 
▲ 赤道附近，北半球海表面为东北信风，海水体积输运在风向右侧；南半球海

表面为东南信风，海水体积输运在风向左侧。 

 
(2) 气旋和反气旋产生的升降流 
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5. Ekman 抽吸与风应力的关系 

        

或者根据前面的推导有关系式 ，

垂向积分可得 

 

对连续方程做积分 

 

注意是在海表面处的垂向流速为 0，因为我们之前的假设是海表面的高度不发生

变化，其中 (Curl 表示旋度符号)代表 Ekman 底层的垂直速度。这

个物理情景与我们前面提到的气旋式或反气旋式风场引起的升降流结论是一致

的。 
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§1.3 惯性流 

1. 假定 

 大尺度运动；远离海岸和海底； 为常数；海面无倾斜；非定常风场。 

2. 方程推导 

 

3. 分析 

(1) 有上面的方程推导可知惯性流为一匀速率运动； 

(2) 科氏力在惯性运动中充当向心力，运动半径 ，半径随纬度的

增加而减小，在赤道处 ，水质点做直线运动。 

 

(3) 周期：  
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(4) 由于是科氏力提供向心力，所以惯性流的圆周运动方向只有一个，在北半球

为顺时针，南半球为逆时针； 

(5) 静止海水，圆心位于同一条铅直线上，海水质点可认为在做刚体旋转；实际

大洋的流动中海水不是静止的，所以海水并不是闭合的圆。 

 

§1.4 风生大洋环流 

1. Sverdrup 理论(重点掌握) 

(1) 假设条件 

定常流动的大尺度弱流；平坦海底；忽略底摩擦和侧摩擦；采用β平面近似 

 

 

(2) 方程推导和解 

 根据假设，我们对运动方程进行简化 

 

 

上式得到结论称为 Sverdrup 平衡。 

(3) Sverdrup 解的物理意义 

 位涡守恒是海洋环流中的重要定理，下面从位势涡度来讨论 Sverdrup 关系。

参照前面浅水方程推导位势涡度的方法，可里得到位势涡度的表达式为 
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由连续方程 ，代入上式有 

 

 对于北半球副热带环流(反气旋式)，风应力的旋度为负，从而流体微团的位

势涡度在不断地减小。那么如何平衡这种减小呢？我们对位势涡度进行数学处理： 

 

上式表明，位势涡度的变化基本上由行星涡度 决定，所以要满足位势涡度减

小的条件，应该使得行星涡度减小，故流体应该向赤道流动。 
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(4) Sverdrup 解的局限性 

 引入流函数 ，并令 (这里和我们之前所学过的定义有所不同，

但是不影响我们的结论，主要是为了后面的方程推导表示方便)。代入 Sverdrup

解中有 。在东西边界上，我们假设水平无粘性，应改变满足法

向速度为 0 的条件，即 ，但是 Sverdrup 方程显然是一个关于 的一阶微分

方程，所以最多只能满足一个边界条件，这边是 Sverdrup 解的局限性所在。 

 
 

2. Stommel 模型(考虑底摩擦) 

 此时水平动量方程为 

 

(1) 无量纲化——大洋内区  

 

我们仍然假设风应力项与β效应项是同量级的 (与前面的Sverdrup模型一

致)，于是方程可化为 
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定义 Stommel 边界层厚度 ，可以证明， ，于是

，即 Stommel 模型的内区解就是 Sverdrup 解。 

(2) 无量纲化——边界层  

 

 同样我们先验假设 ，即边界层与大洋内区的流函数 ，因为由

流函数的性质可知，它应该是连续的，所以在整个海盆它的量级应该一致，但是

变化率可以有所不同(反映出流速的不同)。方程可以表示为 

 

因为 ，所以方程简化为  

 

(3) Stommel 模型的求解——假定边界层在大洋西边界 

 前面提到，在大洋内区满足方程 ，而在边界层满足

。不妨假设解的构成为 (内区解+边界层解)，边界条件为 
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[注意] 对于一个闭合的海盆，流过任意一个截面的流量应该守恒，如上图所示，

这就要求在东西边界上， 应该为同一个常数，又根据流函数的连续性，可

知 ，不妨取 0 流线，即 。另外，对于 ，他们只有在各自区域

内才不为 0，例如，在边界层内  

 

 在大洋内区  

 

解次微分方程可得  

 边界层内 

 

 我们可以从另一个角度来说明为什么 关于 的一阶、二阶偏导可以忽略。

由前面的分析可以知道 ，所以 

 

上述方程为一个二阶常系数齐次微分方程，其通解为 

 

其边界条件为 ，从而解得 

 

综上可得，  

显然，在大洋内区， ，即 Stommel 大洋内区解就是 Sverdrup 解。 

 我们得出的结论是先验假定边界层在西边界区，可以证明，如果假设边界层
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在东边界区，方程的形式与前面仍然相同，但其解与实际意义不相符。因为我们

总是假定自西向东方向为 轴正向，当我们把边界层设定在东边时，边界条件应

修改为 ，这样， ，这样的平凡解显然是不

符合我们的要求的。 

 下图表明： 效应是引起大洋西向强化的重要原因。  

 
我们从物理现实的角度来理解为什么是在大洋西侧出现强流。 

根据 Sverdrup 平衡解有 ，在

北半球的中纬度，风应力产生一个顺时针

环流，即 ，而 ，这就要

求 ，即大洋内区流动应该由南向北，

为保证通过任意一个截面的流量守恒，在

边界层内应该有由北向南的流动。由于边

界层的水平尺度比大洋内区的小，为保证

流量的守恒，这必然要求在边界层内的流动需要加强，即所谓的西向强化。 

 

3. Munk 模型(考虑侧摩擦) 
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[注]  

 

(1) 无量纲化——大洋内区  

 

同样的我们有 ，于是上述方程可以化为 

 

因为 ，所以 ，所以 Munk 模型的内区解就是 Sverdrup 解。 

 

(2) 无量纲化——西边界层  

 

，代入上式有  

(3) 无量纲化——东边界层  

 结果同上。 

(4) Munk 模型的求解(推导过程仅供参考) 

同样的我们设解的形式为 ，此时考虑侧摩擦后，有侧边界上的切

向速度为 0，所以边界条件为  

 大洋内区的求解 
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 同 Stommel 模型一样，在内区有  

 西边界层 

 

所以 ，而边界条件为 

 

由 得到 ，于是  

从而  

又 ，结合 ，有 
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由 得到 ，于是  

根据 可得 ，于是 ，所以 

，即 

 

 

[1] 地转流 

[2] 第五讲-海洋环流基础知识 

[3] 海洋学：第七章 大洋环流 

[4] 海洋环流：第 4 讲 风生大洋环流理论 

[5] 第六讲大洋环流理论 
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第三章 表面重力波——海浪 

1. 描述海浪的基本要素及海浪的基本特征 

 

波峰、波谷、波长、周期、波速、波数、波高、波陡、波峰线、波向线。 

波陡表示为 ，波陡越大，表示非线性作用越强，海浪越容易破碎。 

海浪的周期：零点几秒~分钟 

海浪的波高：几厘米~20 米，30 米以上罕见 

海浪的波长：几十厘米~几百米 

驱动力为风，恢复力为重力 

 

周期为 1～30s 的重力波由风引起，所占能量最大； 

周期为 3～15s 的波浪，对海岸工程问题最为重要。 

 

H
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2. 线性波动理论——小振幅重力波 

 小振幅重力波指波动振幅相对波长为无限小(波陡等于零)，重力是其唯一外

力的简单海面波动。 

(1) 假设 

① 流体均质不可压缩，其密度为常数； 

② 自由水面的压力是均匀的且为常数; 

③ 流体的运动是无旋的，并假设波浪在 x-z 平面内作二维运动； 

④ 海底水平且不可穿透； 

⑤ 体积力仅为重力，忽略表面张力，科里奥利力及粘性力。 

⑥ 波动振幅相对波长为无限小(波陡等于零)，重力是其唯一外力(小振幅假设) 

 

(2) 波浪运动的控制方程组 

基于上述的假设，原始方程组可以简化为 

 

 

(3) 方程组的求解 

 上述方程组的变量过多，因为假设运动无旋，所以速度可以用一个势函数来

表示，即 ，于是连续方程可以写为 。由流体力

学中的知识可知，对于无旋运动，有拉格朗日积分 

 

若令 ，则有 ，常常略去上标： 
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 以静止的海平面为 ，假设平均水深为 ，海表面的起伏为

。下面探讨求解速度势的边界条件。 

① 在海底处，没有穿透速度，即 ； 

② 在海表面处，应满足动力学边界条件，将速度势代入拉格朗日积分，有 

 

[注] 前面有推导得出结论，在海表面处的大气压强常常可以忽略不计，即认为

 

③ 在海表面处，还应满足运动学边界条件，设自由表面的方程为

，根据 ，代入速度势，有 

 

上述的边界条件仍然是非线性，我们再来看假设⑥，它表明， 均是小量，于

是它们的偏导乘积项(二阶小量)可以忽略，从而有 ，

那么，经过小振幅假设线性近似后，边界条件变为 

 

 由于我讨论简单波动，如果是前进波，则可以认为波场中有关的物理量也具

有这一特性，因此速度势可以表示成如下形式 

 

将其代入连续方程和边界条件中，有 
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由第 1 式，可以设通解为 ，代入 2 和 3 式，有 

 

上述方程要有非零解，需满足行列式 ，由此可以得到频散关

系和波速的表达式 

 

由 ，设 ，其中 为一个不为零的常数，于是

速度势 可以表示为 

 

根据边界条件 ，有 

 

上式中， 即为波动的振幅，于是速度势也可以表示(消去了常数 D！)为 

 

从而得到速度的表达式为 
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由此可以来讨论水质点的运动轨迹。由于水质点运动的路程极短，设质点的平衡

位置为 ，则可用 近似替代双曲函数中的 ，于是 

 

对 做积分，利用频散关系，得 

 

消去时间 后，得质点轨迹 

 

上式表明，对于有限水深情况，质点的运动轨迹为椭圆，椭圆的水平轴和铅直

轴随着离开自由表面向下而逐渐减小，于水底处，铅直轴变为零，质点只作水

平运动。 

 

(4) 水深对线性波动的影响 

 将上述有限深度的结果取两个“极端”，有如下结论。 

 
   

 
   

cosh
sin

cosh

sinh
cos

cosh

agk k H z
u kx t

x kH

agk k H z
w kx t

z kH

 


 


     


      


 0 0,x z  0 0,x z  ,x z

 
   

 
   

0
0

0
0

cosh
sin

cosh

sinh
cos

cosh

agk k H zdx kx t
dt kH

agk k H zdz kx t
dt kH







   

    

t

 
   

 
   

0
0 0

0
0 0

cosh
cos

sinh

sinh
sin

sinh

k H z
x x a kx t

kH

k H z
z z a kx t

kH





    

    

t

 
 
 

 
 
 

2 2
0 0

2 2

0 0

1
cosh sinh

sinh sinh

x x z z

k H z k H z
a a

kH kH

 
 

             
      



《物理海洋学》·学习笔记

68

 深水波( ) 

 当水很深时，即 ，此时有 ，于

是有限水深的结果变为： 

 

从上述可以得到以下结论： 

① 波速与水深无关，而依赖与波动性质(波数、波长、频率等)； 

② 质点的运动轨迹为一圆，其半径随深度呈指数减小，当达到很大深度时，运

动消失。例如，当深度为 处， ，由此可见表面波的

性质。一般认为 后运动消失。 

 

 浅水波( ) 

 当水很深时，即 ，此时有 

 

于是有限水深的结果变为： 
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可以发现：浅水中，波速只与水深 有关，而与波动性质无关；质点的铅直速

度大小显著地小于水平速度的大小，质点的运动轨迹仍为一椭圆，不过其水平

轴(长轴)不随深度变化，而其铅直轴(短轴)相对于水平轴很短但仍随深度而变。 

 
 

3. 小振幅重力波——浅水波波速的另一种导出 

 

 对于单层流体，由前面的推导可知其控制方程如下： 

 

 海浪的水平流速尺度 U=1m/s，T=1s，L=10m，计算海浪的 Rossby 数为：

，由此可知海浪为小尺度运动，即科氏力相对惯性
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力可以忽略。而 ，非线性平流项比局地时间导数

项小一个数量级，故可以忽略。实际上对于小振幅假设，取 更为合适，

上面的结论依然成立，故水平动量方程可以极大地简化为： 

 

又 ，所以连续方程可以简化为 

 

消去 得到方程  

 

4. 线性波动的能量 

 当流体发生波动时，流体质点具有速度，因而具有动能；由于海而的上下起

伏，流体质点的位置不断发生上下变化，从而流体柱的重心位置发生变化，因而

具有势能。另一方面，对进行波来说，流体的运动状态可从一点传播到另一点，

因而在传播过程中还会伴随者能量的转移。 

(1) 动能 

 在讨论波动的动能和势能时，一般总是取一个波长范围来讨论，因为对简单

波动来说，在一个波长范围内其流体总质量总是一定的，它等于无波动时在同一

范围内的流体质量。我们仍然考虑二维( )情形。 
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对于不可压缩流体，有 ，根据格林第一公式 

 

为积分区域边缘所包围的曲线， 为其区域的外法线方向。在 平面上，

的值相等但符号相反，故相互抵消；对于海底，根据海底动力学边界条件，

有 ，结合小振幅近似假设，波动动能可表示为 

 

将 代入，求得  

(2) 势能 

 我们以静止海面为零势能面，故波动势能是相对于无波动的静止状态而言。 

 

于是一个波长范围内的总能量(机械能)为 

 

对于简单波动，动能与势能相等，均为总能量的一半。上述的结论是有限深情况

下的计算结果，对无限水深和浅水情形同样适用。 

(3) 波动的能量(波能流) 

 能量流由三部分组成：平流造成的动能输送、势能输送和压强 p 做的功。 
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 也可以理解为：单位时间内通过某一铅直断面(AA 平面)输入的波动能量应

等于该平面外侧有效压力所做之功。下面解释一下“有效压力”。前面推导线性

波动理论时有无旋积分 ，考虑表面压强的作用，

并假设为常数 ，那么可以将 用 来进行代替，并结合小振幅假设，无旋

积分方程便可以化简为 

 

根据计算波能流的定义，垂直方向的压强及力的做功对水平能量的输送没有贡献

(即上述方程中的 )，所以有效压强为 ，于是单位时间通过断面

区域的能量为： 

 

[注] 上述积分的具体推导过程，笔者给出的参考过程如下，用到了  
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显然，上述的能量表达式随时间而变，于是在一个周期内求平均能流有 

 

为能量密度，或者称为单位表面积水柱内的总能量。对于深水波

水波， ，从而 ；而对于浅水波，

，从而 。 

 

5. 线性波动的叠加——波群 

 
假设有两列波高相同、波周期略有差异的正弦波 
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它们叠加后，为  

 
 可以看到，叠加后的群波是两种波动的乘积，一种是高频载波，其波数、圆

频率与各单谐波相近；另一种是低频调制波动，其波数、圆频率远小于各单谐波

的。它是高频载波的“范围线”，该“范围线”也称为包络线或波包。波包是高

频载波最大振幅点的连线。波群中等振幅点的移速称为群速度，用符号 表示。

它可以理解为波包的移速。由定义可以知道，群速度的表达式为 ，

取极限，得到群速度的数学表达式为 。若相速度与波

数无关(不依赖于波数)，则 ，即群速度与相速度相等，它表示波

的能量随高频载波一起移动，因而能量不频散，称为非频散波。反之，如果相速

度与波数有关，则波群能量的传播速度就与高频载波的不一致，此现象称为频散

现象，对应的波称为频散波。 

 在频散关系式两边对 k 求导，有 
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又因为 ，所

以可以得到有限水深的群速度表达式为 

 

对于深水波， ，所以深水波是频散波；而对于浅水波， ，所以是

非频散波。我们再来看前面推导的能流表达式，发现平均能流正好等于能量密度

与群速度的乘积，所以，常常也认为群速度是能量的传播速度。 

 

6. 风浪和涌浪 

(1) 风浪 

 指当地风产生，且一直处在风的作用之下的海面波动状态。风浪的特征往往

波峰尖削，在海面上的分布很不规律，波锋线短，周期小，当风大时常常出现破

碎现象，形成浪花 

 风浪成长三要素 

· 风速——风力大小 

· 风时——指状态相同的风持续作用在海面上的时间； 

· 风区——指状态相同的风作用海域的范围。习惯上把从风区的上沿，沿风向

到某一点的距离称为风区长度 

 

(2) 涌浪 

 指海面上由其它海区传来的或者当地风力迅速减小、平息，或者风向改变后

海面上遗留下来的波动。涌浪的波面比较平坦，光滑，波锋线长，周期、波长

都比较大，在海上的传播比较规则。甚至传至其它海区，经过漫长路程和时间而

慢慢消衰。此时的波动称为涌浪。 

 涌浪在传播过程中的显著特点是波高逐渐降低，波长、周期逐渐变大，从

而波速变快。这一方面由于内摩擦作用使其能量不断消耗所致，另一方面是由于

在传播过程中发生弥散和角散所致。 
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[注] 弥散和角散 

· 弥散：不同波长、周期、振幅的分波在传播过程中，波长大的速度快，短的

速度慢，使原来叠加一起的波分散开； 

· 角散：各个分波的传播方向也不尽一致，在传播过程中向不同方向分散开来。 

 

(3) 浅海和近岸的海浪 

 当波浪传至浅水及近岸时，由于水深及地形、岸形的变化，无论其波高、波

长、波速及传播方向等都会产生一系列的变化。诸如波向的折射、波高增大从而

能量集中，波形卷倒、破碎和反射、绕射等。对海岸工程、海岸地貌的变化均具

有重大影响。 

① 波长、波速和周期的变化 

 周期保持不变(?)，根据频散关系，对于有限水深的波速为 

 

而对于深水情形，有 ，联立两式可得 

 

将上述表达式绘成图形如下，可以发现，当水深逐渐变浅时，其波速、波长都逐

渐变小。 
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② 波向的折射 

波浪传入浅水后，由于波速和地形

的影响，导致波向发生转折。如左图所

示，设 EF 为等深线，两边的水深与波速

分 别 为 与 ， 且

。等深线两边，两波向线

的距离分别为 AB 与 ，与等深线的

交角分别为 与 ，波浪经过 dt 时间后 A

点移动到了 ，距离为 ，而 B 点移

动到了 ，距离为 ，从图中可见， ，合并两个式

子，有 ，这就说明，波峰线 由 (较深)进入 (较浅)

的过程中，有逐渐与等深线平行的趋势，也就是波向线与等深线逐渐垂直的趋势。

这正是在海岸上观察从外传来的波浪，到达近岸时，波锋线总是大致与海岸平行

的原因。 

由于折射的原因，在海底凸出的海岬处，波向线产生辐聚，而在凹进的海

岸处，波向线辐散。因此在海岬处常出现较大的波浪，而在海湾处相对较小。 
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▲ 海浪的辐聚与辐散 

③ 波高变化 

· 波向线辐聚时，能量集中，波高增大(海岬) 

· 波向线辐散时，能量分散，波高减小(海湾) 

· 波浪从深水进入浅水，波高略有降低，这是由于刚进入浅水后海底摩擦起主

要作用所致，然后随相对深度的减小而迅速增大。 

④ 沿岸流和离岸流 

 波浪破碎后形成沿着海岸线流动的沿岸流，沿岸流最终以离岸流回流到海中,

对泥沙输运有重要意义。离岸流强度大，最大流速可达 1.5m/s。 

 
7. *非线性波动——Stokes 波 
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(1) 波面 

 关与横轴上下不对称，水质点振动中心高于平均水面。 

(2) 波速 

 与波长有关，还与波高有关。当波陡愈大时，波速也愈大。近似公式： 

 

当波陡很小的时候即为小振幅波速的形式。 

(3) 水质点运动轨迹 

 接近为圆，但在一个周期内不封闭，有净位移，此水平位移称“波流”或者

Stokes 漂流。波流可解释物质输运现象。 

(4) 波浪的破碎 

 
 当实际波浪的波陡大于某一数值时，波峰附近的波面发生破碎，出现浪花。

Stokes 波的波陡增大时，波面变陡，波峰附近变尖。极限情况下，Stokes 波的波

峰角为 120°，对应的波陡约为 ，因此这两个特点也常常用来定性判断

海浪是否会发生破碎。 

 

[注] 此处的公式推导较为复杂，感兴趣的同学可以参考教材《物理海洋学》(叶

安乐)，或者参考以下链接： 

[1] 中国海洋大学波浪力学_有限振幅波理论  

    2 2 2 2 21 1
2 2
gL gLc k a   
 

    为波陡

10.142
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https://www.doc88.com/p-3059911226806.html
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[2] 中国海洋大学兰键_【物理海洋学】哔哩哔哩_bilibili 

 

8. 混合层简介 

 混合层指的是在海洋上层由于混合作用，海水的密度、温度、盐度在垂直

方向非常均匀的一层水体。维持海洋混合层的两个关键的物理机制分别是，风造

成的流速剪切与波浪破碎产生的机械搅拌混合，以及海表面受到的包括加热冷却

与蒸发降水等浮力强迫造成的热对流混合。混合层在冬季比较深厚，因为冬季一

方面风速较大，机械强迫的混合较强，同时冬季气温较低，海洋在上边界受到冷

却，容易造成对流不稳定性，造成进一步的对流混合。 

 

9. * Langmuir Circulation(朗缪尔环流)——风应力的小尺度响应 

 
 由于风的不均匀、非定常性，产生了水平的剪切与垂向的涡管。风吹出的海

浪有斯托克斯漂流(Stokes Drift)，将涡管掰成水平；一个一个的涡旋相间反向旋

转的组织起来。这样，辐合辐散便也交替出现。在辐合上升处，海表面变粗糙，

所以常常可以看到沿着风的方向有交替出现的白色条带，这而在这些白色条带之

间，对应的就是辐散下沉区。 

[注] 一些关于 Langmuir circulation 的资料 

[1] LANGMUIR CIRCULATION | 10.1146/annurev.fluid.36.052203.071431 

[2] Langmuir Turbulence - an overview | ScienceDirect Topics 

  

https://www.bilibili.com/video/BV1yf4y1D7XY?p=19
https://sci-hub.et-fine.com/10.1146/annurev.fluid.36.052203.071431
https://www.sciencedirect.com/topics/earth-and-planetary-sciences/langmuir-turbulence
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第四章 层结与海洋内波 

1. 层结与浮力振荡 

    阿基米德浮力定律指出，物体受到的浮力等于

排开周围流体所受到的重力。于是，物体所受到的

净浮力可以表示为 

 

实际上，我们在研究大气或海洋的层结运动时，常常

研究微团的运动特点，所以，根据上述表达式，可以求出微团的加速度为 

 

 由上面的公式，我们可以区分三种层结： 

· 中性层结，即经过小扰动后环境密度与微团密度始终一致，加速度为

0； 

· 静力不稳定层结，经过小扰动后，微团产生的加速度使得微团永远偏

离初始位置； 

· 静力稳定层结，经过小扰动后，微团产生的加速度使得微团回到初始

位置。 

 因此，浮力振荡的前提是静力稳定层结，下面推导浮力振荡的特征频率。 

 假设海洋的位势密度满足如右图所示的分布，即

。开始时刻有一海水微团，其密度与周围的

海水密度一样，均为 ，若微团向上运动了

，此时，周围海水的密度为 ，假设海水在

运动过程中位势密度守恒，那么在 处的微团的位

势密度仍为 ，于是微团进过微小位移后受到

净浮力(单位体积)为 

 net eF gV   

net eFdw g
dt V

 
 


 

0d
dz




 z 

z  z z 

z z

 z 
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根据加速度的动力学表达式与运动学表达式，可得到 

 

于是可以得到浮力频率的表达式为 。显然，浮力频率越大代表层结

越强，密度层结对流体运动的限制越大。 

 

2. 内波概述 

 前面一章讨论的海浪是一种发生在自由海面上的显著波动，称之为表面波。

如以振幅大小来表征，表面波的振幅在表面最大，随着离开海面向下逐渐衰减。

而内波则是发生在密度稳定层化了的海洋内部的波动，其最大振幅出现在海洋

内部，对自由海面没有多大影响。 

 其实，界面波与表面波并无本质的差别，表面波也是一种界面波，是发生在

密度很小的空气与密度很大的海水之间界面上的波动，也是一种内波，只不过在

研究表面波时，往往忽略了空气密度的影响。另一方面，自由海面的海水上升需

要克服重力，因此大幅度的升高受到限制；但是海洋内部的海水上升时，本身的

重量大部分被浮力所抵消，于是升高就比较容易。如果以相同的能量产生内波和

表面波，则内波的最大振幅要比表面波的大得多。亦即，表面波的恢复力是重力，

内波的恢复力是约化重力。 

 

3. 两层流体间的界面波 

 两层密度不同的海水界面处的波动

是最简单的一种界面内波，其图像如右图

所示。流体密度满足 ，这样才是

静力稳定的。以海底为参考平面，设上下

两层的厚度分别为 。 

    dF g g z z z g z
dz


 

            

2 2

2 2 0d dd z F g d z ga z z
dt dz dt dz

    
  

     

2 dgN
dz




 

1 2 

2 1,h h
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(1) 运动方程 

采用 Boussinesq 近似，考虑二维情形，不计科氏力，摩擦力，其运动方程为 

 

(2) 边界条件 

 海底边界条件：  

 自由面运动学边界条件：  

 两侧流体界面处的运动学条件：  

 压强条件： ， 为两个水层中的均衡压强，

是两个水层中波扰动压强 

(3) 方程的解 

内波的频散关系 

 

内波的相速度 

 

(4) 约化重力模型 

 约化重力模型又称 1.5 层模型，假定海洋被温跃层(很薄的一个界面)分为两

层，流动只发生在上层，下层流体静止且无限深。 

 根据约化重力模型的假设，有“上层浅，下层深”的特点，即 

 

于是可以得到简化后内波的相速度为 

1

1

0

u u pu
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w w pu g
t x z
u w
x z
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海水是连续分层的流体，温跃层两侧的海水密度差大约几个 kg/m3，因此可以认

为上式分母中的 ，而 ，从而可以得到内波的相速度为 

 

式中 为上层水深度， 称为约化重力。该结论表明，在约化重力

模型中，内波是非频散波，且当内波从深海传到陆架附近时，由于水深变浅，内

波的波速变慢。同时，和浅水波的相速度关系 相比，内波的波速远比表

面波“跑得慢”。 

 此外，约化重力模型也可以解释内波与表面波的振幅大小关系。 

 

 选定控制体，根据质量守恒，海面起伏和次表层温跃层起伏方向相反。如上

图所示， 两点的水平压强差由水柱 产生，压强差可以表示为 ，

同样的，我们可以求出 两点的水平压强差为 ，约化重力

模型中，我们的前提假设是下层流体静止，所以为了满足 ，需要有 
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2
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这就说明了在波动在界面的起伏比重力表面波在海表面的起伏却要大很多。 

 

4. 内波与海表面 

 内波虽然不会造成海表面的剧烈起伏但是会造成海表面显著的辐聚辐散，而

内波的辐聚辐散又调制了表面波，会改变海表面的粗糙度，在海面呈现出条带状

的纹理。 

 

5. 连续层结的海洋内波 

 不考虑科氏力和摩擦力，内波的运动控制方程组为 

 

 设 ，满足 ，采用

波动的线性理论(运动方程的平流项即非线性项不考虑)和 Boussinesq 近似，对上

述方程组进行简化，得  

2 1

1
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 上述密度方程的简化用到了海水的不可压缩性，即 。利用③④式，

消去密度  

 

利用①②式消去速度 u，v 得到 

 

联立上述两式消去 (第一个方程取水平 Laplace)，可以得到内波垂向运动方程

如下 

 

注意到 ，上式可以改写为 

 

在海洋中 是一个小量，可以略去，所以简化后的内波垂向运动方程为 

 

[注] 上述消去 的过程如下 
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设垂向速度解为 ，代入上述垂向方程中得频率方程 

 

上述表达式用图形表示为如左图所示。显然，

，其中 为波射线与铅直方向的夹

角。因此，重力内波频率的上限是浮力振荡频

率，亦即内波的频率总小于浮力频率。这可以

理解为：内波传播过程中，流体质点沿倾斜

的方向振荡，净浮力的一个分量作为该振荡

的恢复力，而对于同样层结条件下的浮力振荡，

净浮力全部被用于作为垂向振荡的恢复力。 

 根据内波频率的表达式，我们可以写出其相速度和群速度的表达式 

 

 

由此可知， 即内波的相速度和群速度是垂直的，且内波(这里是不考虑惯

性力的)的水平分量方向相同，大小不同，垂直方向大小一样，方向相反。群速

度的方向是流体质点振动的方向。当层结不变的条件下，当内波的频率变大，内

波能量传播的方向将更趋近去垂直方向，而位相传播的方向更趋近于水平方向。 

 

参考资料：海洋内波的特性和内波荷载 - 道客巴巴 (doc88.com) 
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第五章 考虑地球旋转的海洋现象 

注：本章节综合张正光老师的 8、9、10 章内容。 

1. Rossby 变形半径——  

(1) 从物理上理解为：Rossby 变形半径表示浅水重力波在一个惯性周期内走过的

距离； 

(2) 由于 f 随纬度增加，所以 Rossby 变形半径在低纬度更大。 

 

2. 地转适应的物理图像 

 

▲ 压强向速度适应 

 第一种地转适应情形为：压强场向速度场适应。如上图 a)所示，假设初始为

均匀静止的海洋，中间在风应力的作用下，产生一个自西向东的流动。受科氏力

的影响(或者利用 Ekman 输运解释)，流体向右“拐”，于是，两侧原本静止的流

体均会受到向右的压强梯度力，为了保持平衡，需要两侧的流体产生一个相反方

向的流动，最终经过适应，形成 b)的情形。 

 
▲ 速度向压强适应 

dL gH f
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 第二种地转适应情形如上图所示，为速度场向压强场适应。初始时刻，由于

流体自由面存在一个高度差，由此产生了一个水平压强梯度力，因此需要一个自

东向西的流速，来与这个压力平衡，适应的结果是使得原来不连续的自由面变成

连续的斜面，而这个斜面的水平宽度，正是 Rossby 变形半径的大小。 

▲ 地转适应的一些结论 

(1) 地转适应是向着能量最小状态发展的一个自然过程； 

(2) 地转平衡状态是在位涡守恒约束意义下最稳定、最容易出现的状态； 

(3) 系统在初始状态时所具有的超出最小能量状态的那部分能量，将以惯性重力

波(频散波)的方式发射出去(能量频散)。 

 

3. 达到地转平衡的两个条件 

(1) 运动的空间尺度要大于 Rossby 变形半径； 

(2) 运动的时间尺度要大于惯性振荡的特征周期。 

 

4. 惯性振荡 

 惯性振荡是物体或水团在旋转参考系下只在科氏力作用下进行的自由振荡

运动，其在旋转参考系下表现为周期的圆周运动，但是其在绝对参考系下表现为

一个往复性的振荡运动。 

 假设有一个下凹的光滑的圆盘，让这个圆盘以一定的频率 旋转，现在考虑

两个小球：小球 1 放在曲面上的某一个位置时，其相对圆盘静止(即惯性离心力

与支撑力平衡)，那么此时在绝对参考系下，小球 1 以 围绕圆盘中心旋转。再

把小球 2 放在圆盘中心最底端，并给予一定的初速度，使其运动的最高点与小球

1 静止时的高度一致，并使其在绝对参考系视角下沿直线做振荡运动。于是在旋

转参考系中小球 1 静止，小球 2 做惯性振荡，且当圆盘转动一圈时，小球 2 两次

贴近小球 1，所以惯性振荡的频率是圆盘频率的两倍。亦即惯性振荡的频率是非

惯性参考系转动频率的两倍。 

 

5. 重力惯性表面波 
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线性化的浅水方程组为 

 

假设上述方程的解为 ，代入上式，采用算子行列式法，

得到如下算子： 

 

于是可以得到重力惯性表面波的频率方程 

 

假设波动与 y 方向无关，那么可以得到 

 

关于重力惯性波，有如下结论： 

(1) 旋转效应的重要性由波长与变形半径的比例决定。随着波长的增大，频率开

始降低，加速度相对科氏力项的作用逐渐减弱，运动趋于惯性圆运动； 

(2) 质点水平运动轨迹是惯性圆运动与重力表面波往复运动的综合，因此是一个

椭圆(也可以理解为，对于浅水重力波，其质点在水平方向做往复直线运动，

在此基础上考虑了科氏力，这种往复运动由直线变成了椭圆)； 

(3) 当加速度项趋于零时，运动恢复到惯性圆运动，频率为 f，传播特性减弱；
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当旋转效应趋于零时，运动恢复到经典重力表面波。 

 
 

6. 惯性重力内波 

参照前一章重力内波的方程组，经过线性化的 Boussinesq 近似方程组如下： 

 

同样的，利用③④式，消去密度 得到 

 

利用①②式，消去速度 u，v 得到 

 

联立上述两式，得到垂向运动方程为 

 

于是可以得到简化的惯性重力外波的垂向运动简化方程为 
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[注] 上述利用①②式消去 u，v 及垂向方程的推导过程如下 

 第一步，①式对 x 求偏导，②式对 y 求偏导，而后两式相加。 

 

 第二步，①式对 y 求偏导，②式对 x 求偏导，而后两式相减。 

 

 联立 I、II，得到关系式 

 

 对利用③④式消去密度的方程两边去水平 Laplace，有 

 

 而 ，所以 

 

同样的，我们设方程的解为 ，代入上述垂向方程中得频率方程 
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从而得到 

 

当 时， ，水平波数

趋于 0 ，波动垂向传播，频率趋于 f ，为惯

性振荡；当 时， ，

垂向波数趋于 0，波动水平传播，频率趋

于 ，为浮力振荡。可见，惯性重力内波

的最小频率是 f，最大频率是 N。 

 流体质点沿着群速度方向，因此，类比重力内波的图像，可得到惯性重力内

波的质点运动轨迹。运动是浮力振荡、重力波与惯性圆运动的结合，质点轨迹是

倾斜的椭圆，椭圆垂直于相速度。 

 

7. 近惯性内波 

(1) 频率接近 f，水平运动明显，垂向运动较弱； 

(2) 水平波长较大(几十到百公里)，垂向波长较小，垂向剪切较强，跟混合密切

相关； 

(3) 一般是风吹出来的，其能量强就是因为风速与惯性圆运动共振产生的； 

(4) 在台风和大风天气容易激发，流速能达到 1m/s； 

(5) 近惯性内波有向低纬度传播能量的趋势。低纬度 f 小，惯性内波最小频率是

局地 f，高纬度产生的近惯性内波的频率大于低纬度的局地 f，可以存在；反
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过来低纬度的近惯性内波频率小于高纬度的 f，无法传播。 

 

8. Kelvin 波 

 Kelvin波是发生在海洋或大气中，被地形边界俘获的平衡科氏力的波动现象。

Kelvin 波属于大尺度运动，摩擦项和非线性平流项相对于地转偏向力可以忽略不

计，并假设是均匀水深的海洋( )，那么 Kelvin 波的控制方程组为 

 

将速度波解代入水平动量方程中，消去因子 ，有 

 

假定 f 是常数，将上述结果代入连续方程中，得到 

 

 采用分离变量法求解上述偏微分方程，设 ，代入上述方

程有 

 

于是可以分为三种情形： 。 对应平面 Sverdrup 波；

对应 Kelvin 波，下面讨论 的情形。 

 此时，关于变量的方程组为 
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显然，上述两个方程为二阶线性齐次常微分方程，通解为 

 

于是 ，该式表明振幅随着 y 呈现出

指数形式变化、且沿着 x 方向传播。考虑到解的有界性，上述解只能存在半平

面内。不妨考虑上半平面，从而有 ，于是 ，由此

可以求得相应的流速表达式 

 

对于上半平面，满足固体边界条件 。为了满足此条件，在北半球

，有 

 

将上述结果代入 的表达式中(用 A 表示 C3) ，并考虑时间因子，可以得到

在上半平面的解为 

 

上述解表示的波动就是 Kelvin 波。在求解方程的过程中，已经隐含了条件

，所以上述解表示的 Kelvin 波要求 。同样的，下半平面或左

半平面或右半平面都可获得类似的解。关于 Kelvin 波，有以下特点： 

(1) Kelvin 波的特点是其传播方向的右边必须有边界，所以 Kelvin 波是右界波； 

(2) 波动振幅是沿传播方向的左边，随距边界的距离呈指数衰减，所以 Kelvin 波

又是左减波；(前两个结论在北半球条件下，南半球结论相反) 
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(3) 根据 v=0，可知 Kelvin 波不存在横向流速(垂直于波动传播方向)； 

(4) 根据 ，有 ，即 Kelvin

波的相速度与浅水重力波的相速度一致，因而也是非频散波。 

 

▲ 大洋中 Kelvin 波分为两种：岸界 Kelvin 波和赤道 Kelvin 波 

(1) 对于岸界 Kelvin 波，不管北半球还是南半球，开尔文波在海盆西边界向赤道

传播，东边界向极地传播。 

 

(2) Kelvin 波作为一种边界波，需要边界的存在。科氏参数 f 在赤道为 0，形成

了一种特殊的边界，产生了赤道 Kelvin 波。赤道 Kelvin 波向东传播。 

 

▲ 向东传播的赤道开尔文波“撞击”海盆东边界，部分能量以行星波及重力波的形

式反射回去，剩余的部分能量则以海岸开尔文波的形式向两极传递。 

 

9. 潮汐与内潮 

(1) 潮汐：由引潮力的作用而产生，而月亮、太阳和地球自转是引潮力的决定性

因素。 

(2) 正压潮：当只考虑潮汐引起的海表面波动时，密度的梯度是可以忽略的(参见

倾斜流)，海水的流动不依赖水柱的深度。正压潮的尺度在 1000km 量级。 

(3) 斜压内潮：是正压潮与海底地形相互作用引起，尺度在 100km 量级。 

(4) 内孤立波：内潮经过非线性相互作用产生，尺度在 1km 量级。 
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10. Rossby 波 

(1) 涡度方程的导出 

不计摩擦的水平动量方程为 

 

 下面计算 ，其中 

 

 

 

因为铅直涡度的定义为 ，所以上述式子最终化简为： 

 

因为 仅是 的函数，所以对上述公式进一步变形可以得到 
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A：绝对涡度的随体变化项，即跟着水质点走，看到的绝对涡度的变化； 

B：水平散度项，与辐合辐散有关； 

C：涡管的扭曲(倾侧)项； 

D：斜压力管项。 

 

 Kelvin 环路定理：在无粘性、正压流体中，若外力有势，则沿由相同流体质

点组成的封闭曲线的速度环量在随体运动过程中恒不变。对于单连通区域，由

Stokes 公式可知，速度环量等于涡通量。利用 Kelvin 环路定理可以理解涡度方

程中的水平散度项。由 Kelvin 环流定理可以写出定性公式： 。假设初

始背景涡度向外，此时产生水平辐合，则 A 减小，从而背景涡通量减小，为了

保持通量守恒，需要产生一个向外的相对涡度来弥补背景涡通量的减少。 

 

(2) 位势涡度及守恒 

 在实际海洋中，垂向速度的水平剪切造成的涡度非常小，扭曲项较弱；海水

在动力学上基本是不可压缩流体，压强梯度不变的情况下，密度改变对加速度的

影响微乎其微。因此涡度方程可以简化为 

 

浅水方程的连续方程为 ，结合两式消去散度项，有 
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位涡守恒的本质：是 Kelvin 定理+质量守恒 

(3) Rossby 波西传机制的理解 

Rossby 波是由绝对涡度(位涡)守恒控制的一种波动。 

 方式一 

 

 利用位涡守恒、点涡产生诱导速度来解释 Rossby 西传。初始时刻，流线受

到一个扰动呈现出正弦波的形状，根据位涡守恒，向北移动的质点 A 因 f 增大产

生一个负的涡度；向南移动的质点 B 因 f 减小产生一个正的涡度。由此可以得到

在 A 与 B 之间的流体 C 将会产生一个指向西北方向的诱导速度，同理也可以到

在 D 会产生一个指向西南方向的诱导速度，这样的诱导速度分布，显然是使得

波型会向西移动。 

 

 方式二 

 

0d f
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 假设海表面发生了上凸，产生了一个高压中心，并假设由此产生的水平压强

梯度力一样，在南侧，由于 f 较小，为了平衡水平压强梯度力，要求南侧的海水

u 更大；而在北侧，由于 f 较大，为了平衡水平压强梯度力，要求北侧的海水 u

更小。因此，从 A 到 B 输送的质量较少，而从 B 到 A 输送的质量较多，所以就

造成 A 处辐聚，B 处辐散，即高压中心向西移动了。 

 

(4) 斜压准地转 Rossby 长波 

已知斜压 Rossby 波的频率表达式为 

 

从而可以得到纬向相速度和群速度分别为 

 

 由此可知，所有的波都向西传播，但是短波传播得更慢(短波的波数更多)；

且相速度与波数有关，因此 Rossby 波是频散波。 

 其中，Rossby 长波的定义为： ，亦即水平尺度远大于 Rossby 变形

半径的波，此时， ，可见波速与 参数和变形半径有关，属于非频散

波。 随纬度减小， 随纬度也减小，所以 Rossby 波在低纬跑得快。 
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